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Avant-propos 


Ce manuel conforme aux nouveaux programmes de Mathématique pour les classes 
de Première est destiné aux élèves des sections C, D et E. Les développements qui 
n'appartiennent pas au programme de la section D sont clairement indiqués, ainsi 
que ceux qui ne concernent que les élèves de la section E. 

Cet ouvrage a été par commodité présenté en deux tomes; le tome 1 correspond aux 
paragraphes I, I, HI du programme, le tome 2 aux paragraphes IV à VII. 


Dans ce premier tome on reprend d'abord (chap. 1 à 3) les notions fondamentales 
étudiées en Seconde avec les compléments propres au programme de Première. 

Dans le chapitre 4 on initie les élèves à la notion de continuité puis à celle de limite. 
Cette initiation est faite en étudiant de nombreux exemples qui permettent ensuite 
de formuler clairement les situations rencontrées. Le chapitre 5 est consacré à la 
définition et au calcul des dérivées. Enfin l'étude des fonctions numériques et de leurs 
variations peut être entreprise dans les chapitres 6 à 8. Cette étude est l'occasion de 
résoudre ou de discuter de nombreuses équations ou inéquations. 

D'autre part l'étude des dérivées, de la fonction affine et de la fonction polynôme 
du deuxième degré permet de présenter les notions de cinématique du programme. 

Le chapitre 9 est consacré à des compléments sur les équations et inéquations. Enfin 
le chapitre 10 rassemble les notions indispensables de calcul numérique. 


Quelques développements, imprimés en petits caractères, présentent, le plus souvent 
sous forme d'exercices résolus, des compléments au cours. Ils sont, en principe, 
réservés aux meilleurs élèves: naturellement les Professeurs sont seuls juges de 
l'utilisation de ces compléments au mieux de l'intérêt de leurs élèves. 

De très nombreux exercices présentés dans la suite du cours et à la fin des chapitres 
ont un double but : d'une part, permettre aux élèves d'assimiler l'introduction à 
l'Analyse, er d'autre part leur faire acquérir des techniques de calcul. 


Nous espérons que ce cours, rédigé par Mlle DEBRAY et M. GOURION, qui enseignent 
depuis plusieurs années dans les classes du Second Cycle, rendra de grands services 
aux Professeurs et à leurs élèves. 

M.Q. et AR. 
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Ensemble des parties 
d’un ensemble 


Nous avons rappelé succinctement les principaux résultats de logique étudiés en 
classe de seconde. 

Ces rappels nous permettent de mettre en évidence les liens étroits qui existent 
entre les lois logiques et les opérations sur les parties d’un ensemble. 


1. 1 LOIS LOGIQUES 
a) Assertions, 


Une assertion est un énoncé pour lequel on peut répondre sans ambiguïté et sans rensei- 
gnement complémentaire à la question : « Est-il vrai ou bien est-il faux? » 


EXEMP! 


1 «1 < 2 » est une assertion vraie; « 5 < 3 » est une assertion fausse. 

2. La lettre x désignant un nombre réel, « x << 2 » n'est pas une assertion; cet énoncé 
devient une assertion si lon précise la valeur de x. 

3. « Tous les nombres réels négatifs sont inférieurs à 2 » est une assertion vraie. 

4. « Il existe au moins un nombre premier pair » est une assertion vraie. 


b) Connecteurs logiques. 


A toute assertion p on peut associer l'assertion (non p) appelée négation de p, vraie 
lorsque p est fausse et fausse lorsque p est vraie; non est un connecteur logique à une place. 
Avec deux assertions p, g on peut en construire d'autres à l'aide de connecteurs logiques 
à deux places. 
Si désigne un cOnnecteur logique à deux places, les valeurs de vérité de p +g sont 
données suivant celles de p et de g par la table de vérité du connecteur +. Les colonnes 
3 à 6 du tableau suivant donne les valeurs de vérité des connecteurs usuels : 

P et q conjonction, 

p ou g disjonction, 

p ——> q implication, 

p <—> q équivalence logique. 


REMARQUE 


Le « ou » utilisé en logique et en mathématique a donc un sens non exclusif. L'asser- 
tion vraie si et seulement si une seule des assertions p, g est vraie est appelée disjonc- 
tion exclusive de p, g; ou la note « p ou bien q ». 


L'implication (4 => p) est appelée implication réciproque de (p => 4). 
L'implication (non g_ ——> non p) est appelée l'implication contraposée de 
GE —+ 9) 


le d’une ou plusieurs assertions p, g, r … et des connecteurs logiques usuels on 
peut former de nouvelles assertions. 

Les assertions suivantes ont la particularité d'être vraies quelles que soient les valeurs 
de vérités de p, g,r .…; on peut le constater en construisant leurs tables de vérité; elles 
sont appelées lois logiques. s 

1 [non {non p} <—> p. 

2. p ou (non p). 

3 (pet 4) <> (q et p}. (commutativité de la conjonction) 
4.(poug) <—> (qoup). € de la disjonction) 

5. [Get get r] <—> (pet (getr)l.  (associativité de la conjonction) 

6. [pougour] <—> [pou(gourl (  — de la disjonction) 
Les deux membres de (5) et ceux de (6) s'écrivent respectivement 


t Gpetgetr), (pougour). 


7. => g) <—# [(nonp)ou gl. (propriété fondamentale de l’implica- 
tion) 
8. (hong => nonp) <—> (p —+ 4). 
Toute implication est équivalente à sa contraposée. 
SG — DetQ — D > GE <= 9) 
10. (Co => Det Q —> 1] —> GE —> r) 
l'implication) 

IL (Go <= Det <= nn] => [& <= nn] (transitivité de 
l'équivalence) 


(transitivité de 


Les jurviiiors misiires die we deux implications 10 et 11 s'écrivent respectivement 


ty > Qj—>+ 1, be 9 = 1. 
12 (oi Cou PT mt (Gp et 4) ou (p et r)l. 
13, Le oi Get) mt [Gp ou g) et (p ou rl. 


La cunjunetion (rap. disjonction) est distributive par rapport à la disjonction (resp. 
conjonction) 

1, non Gr et 4) <> [(non p) ou (non g)]. 

18, {non Cp où 4) <> [(non p) et (non g)]. 

Ces doux équivalences sont appelées lois de MORGAN. 


. £ FONOTION PROPOSITIONNELLE. PARTIE D'UN ENSEMBLE ___ 
1) Fonction propositionnelle définie sur un ensemble 


Définition. 


————————_—û———_—_——— 
Éinnt donné un ensemble E, tout énoncé vrai pour certains éléments de E et faux pour 
tous les autres est appelé fonction propositionnelle définie sur E. 


Au lieu de « fonction propositionnelle définie sur E » on dit aussi « fonction proposition- 
nelle concernant tout élément de E ». À la place de fonction propositionnelle les logiciens 
emploient également le terme prédicat. Il nous arrivera de dire « proposition » à la place 
de « fonction propositionnelle » : c'est un abus de langage. 

Une fonction propositionnelle définie sur E s'écrira Æ (x), .…., BG), ..., CG), 
x désignant un élément quelconque de E. Par exemple « x est un nombre premier » 
est une fonction propositionnelle définie sur IN; si nous l'écrivons #Æ (x), la lettre Æ 
représente le groupe de mots « est un nombre premier », elle exprime une propriété 
vérifiée par certains éléments de E et non vérifiée par tous les autres. 

Si dans Æ (x) on remplace la variable x par une lettre x, représentant un élément spécifié 
de E, on peut dire sans ambiguité si l'énoncé 4 (x) est vrai ou bien faux, donc 4 (x) est 
une assertion, On dit que l'on a transformé la fonction propositionnelle considérée 
en assertion par spécification de la variable. 

Par exemple si Æ (x) signifie «x est un nombre premier », # (2), Æ (7) sont des asser- 
tions vraies, Æ (1), Æ (4) sont des assertions fausses. 


b) Partie d’un ensemble. 


Définition. 


On appelle partie ou sous-ensemble de E tout ensemble À dont tous les éléments 
appartiennent à E. 


On écrit et on énonce indifféremment 
ACE ED3A 


«À est un sous-ensemble de E » _« E est un sur-ensemble de A » 
«A est une partie de E » 4E inclut À » 
«A est inclus dans E » «E contient A ». 


On rappelle que E est appelé partie pleine de E et l'ensemble vide @ partie vide de E; 
toute partie À de E telle que À  & et À À E est appelée partie propre de E. 
Soit Æ (x) une fonction propositionnelle définie sur E. Nous admettrons que tous les 
éléments x de E pour lesquels Æ (x) est vraie constituent un ensemble A. Tous les éléments 
de A appartiennent à E, A est une partie de E. 
On écrira 

A= {xeE| 4Q)} 


que l’on lit A est l’ensemble des x de E tels que 4 (x) soit vraie. 

La lettre # représente un groupe de mots énonçant une propriété appartenant à tous 
les éléments de A et seulement à eux : nous dirons que Æ ést une propriété caractéristique 
des éléments de A partie de E. Nous dirons aussi que # est-une propriété définie sur E 
où ayant un sens Sur E. 


c) Quantificateurs. 
Étant donné un ensemble E et une fonction propositionnelle # (x) définie sur E, consi- 
dérons les deux énoncés : 
Tout élément de E possède la propriété , 
il existe au moins un élément de E possédant la propriété #; 
pour chacun de ces deux énoncés on peut dire s’il est vrai ou s’il est faux, ce sont des 
assertions, On les écrit respectivement 
(O0) Xe E) # (x), 
@) GxeE) 4. 


Les symboles ÿ et 3 sont des quantificateurs; le quantificateur universel Y se lit « quel que 
soit » ou « pour tout », le quantificateur existentiel 3 se lit « il existe au moins un » où plus 
simplement « il existe ». 

La lettre x qui figure dans les formules (1) et (2) pourrait être remplacée par une lettre 
quelconque non déjà utilisée dans la question étudiée par exemple 


WY€E) 40), (u€E) 4). 


sont des assertions équivalentes à l'assertion (1); de même 
QGzeE)4(), QveE) 40)... 


sont des assertions équivalentes à (2). 

Sous la première forme où nous avions donné les énoncés (1) et (2) il ne figurait pas de 
variable : Dans les énoncés (1) et (2) on dit que x est une lettre muette. 

Donc lorsque l'on fait précéder une fonction propositionnelle 4 (x) définie sur E par 
(x € E) où bien par ( x € E), on transforme la fonction propositionnelle en assertion. 
Ce second procédé de transformation d'une fonction propositionnelle en assertion — 
le premier étant la spécification de la variable — est appelé quantification de la variable, 


4) Lois logiques concernant les fonctions propositionnelles. 


Les lois logiques concernant les assertions (cf $ 1) sont des assertions vraies quelles que 
soient les valeurs de vérité des assertions p, g, r ..… qui y figurent. Si dans ces formules 
nous remplaçons p, g, r … respectivement par 4 (x), B (x), € (x) .… fonctions propo- 
sitionnelles définies sur un même ensemble E, nous obtenons donc un énoncé vrai quel 
que soit x de E. 


1. 3 ENSEMBLE DES PARTIES DE E 


Les lois logiques concernant les assertions sont donc valables pour les fonctions propo- 
sitionnelles # (x), B (x), C (x) … , définies sur E, quel que soit x de E. Par exemple 


UxeE) (AG —> BI] <> MonB(x —+ non #(x)]} 


est une assertion vraie. 


a) Ensemble f (E). 


Nous admettrons que toutes les parties de E constituent un nouvel ensemble appelé 
ensemble des parties de E et noté S (E). 


En particulier on a 


S(a)= {2} 
S({a)= {tar &} 
# (la, b}) = {{a, b}, la}, {b}, 2) 


EXERCICE 
Former 9 ({a, b, c}), pour a, b, € tous distincts. 


On a donc 
AGE) <> [AET (EN 


On se rappellera que pour tout x on a 
GEE) <> ((x)CE) <> [{x)ef (El 


b) Égalité de deux parties et équivalence logique. 
Soient Æ (x) et B (x) deux fonctions propositionnelles définies sur E et A et B les parties 
de E où elles sont respectivement vraies. On a 
A=B <> (YxEE) 4) <> BG 
Par conséquent deux propriétés Æ et 8 définies sur E peuvent être deux propriétés 
caractéristiques d'une même-partie À de E, on dit alors que ce sont des propriétés équi- 


valentes sur E. 
En particulier quelle que soit la propriété caractéristique # de À partie de E on a 


(UxeE) HG <> (GEA) 


© Complémentaire d'une partie et négation. 


D QE. 


Étant donné un ensemble E et une partie À de E, on appelle complémentaire de A 
dans E l'ensemble de tous les éléments de E n'appartenant pas à A. 


—————_———————— 


Le complémentaire de A dans E se note (A, on a 
QuA = {xéE| x # A}. 


Si aucune confusion n'est à craindre, E restant le même dans une question, on peut, 
pour représenter le complémentaire de A, utiliser la notation A. 


ete ET 


Si 4 est une propriété caractéristique de À on a 
CA = {x € E | non 4 ()}. 
La loi logique 1 (cf $ 1. 1 c) permet d'écrire 


(x€E) Inon(non #(x) <—> #()] 
donc 


Ge (GxA) = A. 
La relation entre À et (£A est donc symétrique, nous dirons que A et (KA sont complé- 
mentaires dans E. 
On a en particulier 

fx =E et (rE = 9. 

Soit A une partie de E de propriété caractéristique Æ; cherchons la négation de l'asser- 
tion 
a UxeE) 40. 


Nous savons que (1) signifie À — E; sa négation signifie donc À -< E, ou encore (A -£ ©, 
c'est-à-dire, il existe dans E des éléments x tels que non € (x) soit vraie d’où 


non [YxEE) ÆG) <> [Qx€E) non # (x). 
De même 


@ GxeE) 4x) 


signifie À £ & ; la négation de (2) signifie donc À = & ou encore (4A = E, c'est-à-dire 
« pour tout élément x de E non # (x) est vraie », d'où 


non(QxEeE) AG) <> [(xE€ E) non # (x). 


RELATION D'INCLUSION DANS f (E) 


Inclusion et implication. 


Soient A et B deux parties de E, de propriétés caractéristiques respectives Æ et . Nous 
nous proposons de trouver la disposition de A et B telle que l'on ait 


UxeE) MAG —> 84) 


Nous avons pour tout x de E 


A(x) <= x€EA, 
BG) <> x6B, 
donc pour tout x de E 
HG —> BG) <> REA —> xeEB] 
c'est-à-dire 
UxeE) HAGQ => BG <— ACB. 


b) L’inclusion est une relation d'ordre dans T (E). 


Considérons la relation A C B définie dans 9 (E). 
Pour tout x de E on a (cf$ 1. 1 c, loi logique n° 9) 


[xEA => xEB)et(xeB => xEA) <> [xEeA) <= (GeB), 


c'est-à-dire À = B; donc quelles que soient les parties A et B de E on a 
(AC BetBCA) <—> (A=—B). 
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a) 


La relation À © B est donc antisymétrique; elle est donc reflexive (cf cours de seconde). 
Pour tout x de E on a (cf$ 1. 1 e, loi logique n° 10) on a 


IGEA ——> xeB)et(xeB > x€C) —> [xEA) —> (xeC). 


Quelles que soient les parties A, B, C de E on a donc 
(AC Be (BCC) —# (ACC) 


La relation À C B est donc fransitive: étant antisymétrique (donc réflexive) et transi- 
tive c’est une relation d'ordre. La transitivité nous permet d'écrire (A € B et BC C) 
sous la forme 

ACBCC. 


Supposons que E contienne au moins deux éléments a et b; considérons les parties 
A= {a} et B— {b}. À n'est pas inclus dans B et B n'est pas inclus dans À : la relation 
A C Best donc une relation d'ordre partiel. 


EXERCICE 
1. Que peut-on dire de la relation d'inclusion si E comprend un seul élément? 


Théorème. 


La relation d'inclusion dans # (E) est une relation d'ordre; si E comprend au moins 
deux éléments c'est une relation d'ordre partiel. 


EXERCICE 


2. Montrer que quelles que soient les parties À et B de E on a : 
ACB) => ((uA 2 CuB) 


INTERSECTION ET RÉUNION DANS 1 (E) 


Rappelons qu'on appelle intersection de deux où plusieurs ensembles, l'ensemble de 
tous les éléments appartenant à tous ces ensembles et réunion de deux ou plusieurs ensem- 
bles, l'ensemble de tous les éléments appartenant à au moins un de ces ensembles. 


Intersection dans  (E). 


L'intersection A n B de deux parties de E, 
ANB—(xeE|xeAexeB} 


est une partie de E : l'intersection est donc une loi de composition interne définie dans Ÿ (E). 
Remarquons que l'on a (A N B)C A et (AN B)C B. 
Quels que soient les éléments A, B, C de Ÿ (E) et pour tout x de E on a (cf 1. 1 c, lois 
logiques n° 5 et 3). 
[xeAetxeBetxeC] <> [xeAet(xeBet xeC)] 
(EAetxEB) <—> (xeBetxeA); 


donc quels que soient À, B, C de f (E) on a 


@) &AnB)nC=An(BnC), 
@ ANnB=BNA. 


L'intersection dans % (E) est donc associative et commutative. L'associativité nous per- 
met d'écrire les deux membres de (1) sous la forme A N B n C. 


Pour tout À de T (E) et tout x de E on a 


GEEetxeA) <> (xE A) 
donc 


G) ENA=A. 


L'intersection dans 7 (E) possède donc un élément neutre, la partie pleine de E. 


ExERCICES 


1. Montrer que pour l'intersection dans # (E) le seul élément symétrisable est E. 
2. Montrer que quel que soit À-de f (E) on a À N À — A. 


b) Réunion dans S (E). 
La réunion A U B de deux parties de E, 
AUB—(xEE|xeAouxeB} 


est une partie de E : la réunion est donc une loi de composition interne définie dans T (E). 
Remarquons que l’on a À C (A U B) et BC (A U B). 
Quels que soient les éléments À, B, C de Ÿ (E) et pour tout x de E on a (ef 8 1. 1, lois 
logiques n°8 6 et 4) 
(me AouxeB)ouxeC] <> {xe A ou (xeB ou xe C)], 
(GEAOUxEB) <—> (xEBouxeEA); 


donc quels que soient À, B, C, de 3 (E) on a 


a (AU B)UC=AU(BU C), 
@ AUB=BUA. 


La réunion dans $ (E) est donc associative et commutative, L'associativité nous permet 
d'écrire les deux membres de (1') sous la forme À U BU C. 
Pour tout A de f (E) et tout x de E on a 


GEGOuxEA) <> (xE A), 


donc 
6 SUA=A. 
La réunion dans T (E) possède donc un élément neutre, la partie vide de E. 


EXERCICES 
3. Montrer que pour la réunion le seul élément symétrisable est &. 
4. Montrer que quel que soit À de % (E) on a A U À = A. 


©) Propriétés conjointes de l'intersection et de la réunion dans Ÿ (E). 


Les lois logiques n°5 12 et 13 (cf $ 1. 1 c) nous permettent d'écrire, quels quesoient A, B, C 
de T (E) et pour tout x de E : 


HEAet(xEBouxeC)] <> [(xeAetxeB)ou(xe A et xe C)], 
[GE A)ou(eBetxeC] <—> [(xeA ou xeB)et (xe A ou x € C)], 


c'est-à-dire 
«@ AN(BUC=(ANB)U(ANC), 
a) AU(BnC)—(AU B)n (AU C). 


Nous dirons que l'intersection et la réunion dans 9 (E) sont chacune distributives par 
rapport à l'autre. 
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D'autre part les lois de Morgan (ef $ 1. 1e, lois n°8 14 et 15) nous permettent d'écrire 

quels que soient les éléments À, B de :f (E) et pour tout x de E 
Mon(“eActxeB] <—> (xé Aou xéB) 
Mon(xeAouxeB)] <—> (xéA et x#B), 


c’est-à-dire 
(O] Gz (A N B) = (GA) U (GxB), 
6) Gx (A U B) — (GxA) N (GB). 


Ces égalités sont connues sous le nom de règles de dualité. Ces règles permettent de 
déduire d'une relation entre A, B, C .….., parties quelconques de E, écrite à l'aide des 
symboles n, U, =, une relation similaire entre À, B et C .… en transposant les sym 
boles n et U. Donnons un exemple : supposons démontrée la relation (4); désignons par 


À, B, C les complémentaires respectifs de A, B, C dans E; nous aurons, (4) étant valable 
quels que soient A, B, C de f (E) : 


AnGuD=-(AnBuG@AncC): 

d'où par passage au complémentaire des deux membres : 
AnGuC-ŒQnBu(Ano), 

c'est-à-dire en appliquant plusieurs fois les règles (5) et (5') 
AuGuO-AnsnAnC), 
AuGnO=-AuBnAuo, 

ou encore, puisque pour tout X de (E)on a X = X, 

a) AU(BAnC)= (AU B)n(AUC) 

Nous dirons que nous avons déduit (4') de (4) par dualité. 

De même ayant démontré les propriétés (1), (2), (3) de l'intersection, par dualité se 

trouvent, ipso facto, démontrées les propriétés (1°), (2'), (3') de la réunion. Nous dirons 

que les propriétés (1) et (1'), (2) et (2') … sont duales l'une de l'autre. 

4) Propriétés conjointes de l'intersection, de la réunion et de l'inclusion dans 9 (E). 


si A C Bilest évident que À n B — A; réciproquement si À N B— À on a AC B. 
Par conséquent quels que soient A et B de 3 (E) on a 


(6) ANB—=A <—> ACB. 


On démontrera de même que l'on a 
(6') AUB=B <> ACB. 
Donc toute relation entre A, B, C … écrite à l'aide des symboles, N, U, © peut s'écrire 


uniquement avec les symboles N, U. 
Démontrons par exemple que l'on a quels que soient A, B, C de T (E) 


@ ACB => (AnC)c(BnC) 


Si À C Best vrai on a À N B— A d’où 
AnOnBno=(AnBn(CnC—=ANC, 


donc (A n C) c (B n C). On démontre de même que 
[à] ACB —+> (AUC)C(BUC), 
car si À C Best vrai on a A U B— B d'où 
(AU C)U (BU C)= (AU B)U(CUC)=BUC 
donc (A U C)c (BU C). 
On exprime les implications (7) et (7') en disant que dans Ÿ (E) l'inclusion est compatible 
avec l'intersection et la réunion. 
REMARQUE 


On pourrait déduire (7') de (7) de la manière suivante; on a, (7) étant vraie quels 
que soient À, B, C : 


Gc5) — AnOcBno. 
: Le premier membre est équivalent à B © À, le second à 
GnOc(Anc) 


c'est-à-dire à (B U C) € (A U C), nous obtenons donc 
(BCA) —+ (BUC)C(AUC). 


EXEROICE 
8. Utiliser les équivalences (6) et (6') pour simplifier À n (A U B)et À U (A NB). 


1. 6 DIFFÉRENCE, DIFFÉRENCE SYMÉTRIQUE 
2) Différence. 


On appelle différence des ensembles A et B et on note À — B l’ensemble des éléments 
de A n'appartenant pas à B (fig. 1). 


fig.1 
Pour deux parties À et B, éléments de 9 (E) on a donc 
A—B={xeElxeAetxé#B}, 

d'où en notant B le complémentaire de B dans E 
A—B=ANB. 

SiB € Aona A— B—(,B. 

En particulier on a 
E — A = (xA. 

On emploie souvent cette notation pour noter le complémentaire. 
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EXERCICE 
1. Quel est la partie de E définie par (A — B) U B? 


b) Différence symétrique. 


On appelle différence symétrique de deux ensembles A et B et on note À A B, l'ensemble 
de tous les éléments appartenant à un seul des ensembles À, B (fig, 2). 


\ x 


Ve 
AAB 
fig.2 


Au lieu de différence symétrique on dit aussi somme booléenne et on emploie également 
la notation À À B. 


Pour deux parties symétriques À et B, éléments de 1" (E) on a donc 
AAB—({xeE|xe A ou bien x € B}; 


c'est-à-dire que À À B est l'ensemble des x de E appartenant à À U B et n'appartenant 
pas à A NB, donc 
AAB— (AU B)—(AN B) 
EXERCICE 
2. En écrivant AAB=(AUB)N(ANB)=(AUB)N(AUB) montrer que 
AAB=(A— B)U(B— A). 


Les propriétés suivantes sont évidentes : 

La différence symétrique est commutative, 

siANB= S,alors AAB= AU B, 
siA=B ona AAA 
siACB ona AAB 
siB=2 ona AAG 
siB—E ona AAE — 


La différence symétrique possède bien d'autres propriétés; nous vous les proposons en 
exercices à la fin du chapitre. (ex. 1.22 et 1.24). 
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LS 


arte de 


Formation de T (E) : 1-2-3. 

Inclusion, complémentaire, intersection, réunion : 4 à 17. 
Dualité : 18. 

Différence : 19-20-21-23. 

Différence symétrique : 22-24. 


Soit E — (a, b, c}. On peut représenter S (E) par le schéma suivant, où X —— Y signifie 
EN 


abc 


Représenter de même # (E) si E = {2, 3, 5, 13}. 
En déduire tous les diviseurs de 390. 


Soit E — {4, 3, 5, 1}. Former P(E). 
Former tous les nombres distincts à trois chiffres distincts que l’on peut écrire à l’aide des 
chiffres du nombre 4 351. 


Soient E = {a, 5} et F = {1, 2}. Fomer # (E X F). 
Soient six points À, B, C, D, E, F situés dans cet ordre sur une droite. Mettre en évidence 


sur un schéma l'ensemble : 
([A, BJ U [C, FD n ([A, C] U [E, D) 
puis l'ensemble : 
(A, D] n IC, ED U ((B, El n (C, F)) 
Retrouver les résultats en utilisant la distributivité de l'intersection (resp. la réunion) par 
rapport à la réunion (resp. l'intersection). 


Trouver dans IN l'ensemble des nombres « multiples de 2 et multiples de 16 », l'ensemble 
des nombres « multiples de 2 ou multiples de 16 ». 
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1.20 


Soit IN l'ensemble des entiers naturels. 
a) Quelle est l'intersection de l'ensemble des multiples de 3 et de l'ensemble des multiples 
de 2? Quel est le complémentaire dans [N de cette intersection ? 


b) Quel est le complémentaire dans [N de l'ensemble des nombres « pairs ou non multiples 
de 5 »? 


A et B étant deux parties quelconques d'un ensemble E, simplifier à l'aide de tables de vérité : 


AN (AU B) 
AU(ANB) 


(une autre démonstration de ces résultats vous a été proposée au $ 1.5 d., exercice 5). 
4, B, C étant trois parties quelconques d'un ensemble E, les complémentaires dans E de 4, B, C 
étant respectivement À, B, ©, simplifier (ex. 1.8 à 1.16). 
IAU(ANB)JAB. 
({AUB)n(BnC)n(CuU A). 
AU {BA (AU B)]n [A U (A nB)}}. 
An uB). 
AnBn(BuC). 
@ nB)u (A n B). 
(A n 8) u (A n B) u (A n B). 
GU 8) n (cu A). 
GnHnAnoOlua. 


Démontrer que (X désignant le complémentaire de X dans E) 
AUBUC—-ANnBnc. 
AnBnC=AUBUC. 


Quels sont les résultats que l'on peut déduire de ceux des exercices 1.8 à 1.14 par dualité 
(en faire la démonstration par passage aux complémentaires cf. $ 1.5 c). 


On rappelle que À — B — À n B désigne la différence des parties A et B de E. (X désignant 
le complémentaire de X dans E); simplifier : 


BU(A—B) 
AU (B — A) 
(A — B)U (A n B) U (B— A). 


Démontrer que, dans f (E), l'intersection est distributive par rapport à la différence. 
Démontrer que : 

(A—B)—C=A—(BUC) 

(à —B)n(C—D)={(AnNnC)—(BU D' 


Simplifer : 
(A AB) U (A AB). 


Sujets d'étude 
Soient A et B deux parties quelconques d'un ensemble E. 
a) A quelle condition existe-t-il des parties X de E telles que 

AUX=B Q@ 
Cette condition étant remplie, déterminer toutes les parties X de E solutions de (1). 
Examiner le cas particulier où À = B. 
b) Étudier de même s'il existe des parties Y de E telles que 

AnY=B @ 
Examiner le cas particulier où À = B. f 
€) Comment ramener le problème 5) à un problème du type de celui du a) ci-dessus ? 


Soient À et B deux parties quelconques d'un ensemble E, donc deux éléments de S (E). On 
rappelle que la différence symétrique des deux ensembles À et B est 


AAB—(AUB)—(AnB=(AUBAN(ANE). 

a) Démontrer que : 

A4B=—(AnB)u (An). 
b) En déduire que, C étant un élément quelconque de 1 (E) : 

Aamac=(AnBnou(anBnou@AnBnt)u(@n no). 

© En déduire que la différence symétrique dans #° (E) est associative, | 
4) Soit x un élément quelconque de E, démontrer l'associativité de la différence symétrique 
en cherchant la table de vérité de : x € [(A À B) À C] et la table de vérité de : 
x [A À (B À C)] (8 cas à étudier). 


€) Démontrer que (S (E), À) est un groupe commutatif. 
f) En utilisant le résultat de la question a), démontrer que : 


AnGBAO=(AnBnc)u(AnBnC) 
et que l'on a également : 
AnBaA(AnO=(AnBncC)u(AnBnC). 


En déduire que, dans # (E), l'intersection est distributive par rapport à la différence symétrique. 
&) Retrouver cette distributi en cherchant, x étant un élément quelconque de E, la table 
de vérité de : x € [A n (BA C)] et la table de vérité de : x € [(A N B) A (A n C)]. 

h) Démontrer que (% (E), À, N) est un anneau commutatif unitaire. 


N. B. Une autre démonstration de ces propriétés, à l'aide des fonctions caractéristiques des parties 
d'un ensemble, vous sera proposée au chapitre suivant. 
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Applications 


Conformément au programme nous présentons une révision des définitions et des prin- 
cipaux résultats relatifs aux applications. 

Nous y avons joint l'étude de l'addition et de la multiplication des fonctions numé- 
riques. Cela nous permet de retrouver d'une manière simple les résultats de l'algèbre 
des parties d'un ensemble à l'aide des fonctions caractéristiques de ces parties. 


2.1 RELATION BINAIRE. FONCTION. APPLICATION. (RAPPELS) 


2) Relation binaire : fonction propositionnelle à deux variables. 
Rappelons qu'une relation binaire R est définie par la donnée d’un triplet (E, F, G), 
E étant l'ensemble de départ ou source de :R, F étant l'ensemble d'arrivée ou but de 
R et G étant une partie du produit cartésien E x F: G s'appelle le graphe de R. On dit 
que R est une relation binaire de E vers F; si E— F on dit simplement que À est une 
relation binaire dans E. 
Les éléments x de E et y de F sont associés par la relation R et on écrit x R y ou (x, y) si 
et seulement si (x, ») est un élément du graphe G de R. Par conséquent pour tout couple 
C, ») élément de E X Fon a 

RG I <> (KNEG. 


L'énoncé ‘ (x, y) concerne tous les éléments de E X F, il est vrai pour (x, y) € G et 
faux pour (x, y} € (E X F) — G:; c'est une fonction propositionnelle à deux variables x, 
décrivant E et y, décrivant F. Lorsque l’on spécifie les variables x et y on obtient une 
assertion. 


Nous avons vu en Seconde qu’un énoncé tel que 
UxeE)GrePR(x,»), 


ainsi que les énoncés analogues obtenus en faisant précéder chacune des lettres x et y 
d'un quantificateur sont des assertions. Rappelons que l'ordre dans lequel on écrit les 
quantificateurs est essentiel. Rappelons également que l'on a, par exemple, 


non [UxEE)GyEF Rx] <> QxeE)({yeFnonR (x, »). 


b) Fonction. 


Pour une relation binaire quelconque de E vers F, distinct ou non de E, à tout élément de 
la source E est associé zéro, un ou plusieurs éléments du but F. 

Une fonction / de source E et de but F est une relation binaire de E vers F telle qu’à tout 
élément de E est associé un élément au plus (c'est-à-dire zéro ou un élément) de F. Lorsque 
l'élément unique de F associé à un élément x de E par f'existe, on dit que cet élément est 
l'image de x par f, on le note f(x). On dit aussi que / (x) est la valeur de f pour l'élément x 
de la source. 


L'ensemble D des éléments de E qui ont une image par f s'appelle l’ensemble de défini- 
tion de f. On dit que f'est définie sur D et prend ses valeurs dans F. 

Une fonction numérique est une fonction dont le but est IR ou une partie de M. 

Une fonction numérique de la variable réelle est une fonction dont la source et le but sont 
R ou une partie de R. 


e) Application. 


Une application de E dans F est une fonction telle qu’à tout élément de E est associé 
un élément unique de F. Une application est donc une fonction particulière pour laquelle 
la source est égale à l’ensemble de définition : E — D. 
L'ensemble de toutes les applications de E dans F est noté F (E, F). 
Rappelons que si f est une application de E dans F et f’ une application de E' dans F, 
E'CE, on dit que f” est la restriction de f à E’ ou que f'est un prolongement de f'à E 
si et seulement si 

UxeE) f@=f' 


Remarquons que si f de E dans F est donnée ainsi que E’ C E, alors sa restriction f’ à E' 
est entièrement déterminée. 

En revanche si E et F sont donnés ainsi que f' application de E’ € E dans F, les valeurs 
f(x) d'un prolongement f de f' à E ne sont connues que pour x € E'; pour construire un 
prolongement / de f' à E il faudra, pour tout x € E — E!, choisir dans F les valeurs / (x). 


2. 2 CLASSIFICATION DES APPLICATIONS 


On s'est préoccupé précédemment du nombre d'éléments du but F associés à tout 
élément de la source E (pour une relation binaire ce nombre est 0 ou 1 ou un nombre 
supérieur à 1, pour une fonction ce nombre est 0 ou 1, pour une application ce nombre 
est 1). 

Considérons une application f de E dans F. Soit un élément quelconque y du but F. 
Étudions le nombre d'éléments de E dont il est l'image par l'application / de E dans F, 
c'est-à-dire le nombre de solutions de l'éguation f(x) — y, dans laquelle y est un élément 
donné quelconque de F et x est l'inconnue désignant un élément de E.. 

Nous nous proposons de faire une classification de E dans F suivant le nombre de solu- 


tions de l'équation précédente. 


2) Application surjective ou surjection. 


Définition. 


On appelle application surjective ou surjection toute application telle que tout 
élément du but soit l'image d'un élément au moins de la source, 


Autrement dit, une application f de E dans F est surjective si et seulement si l'équation 
SG) = y, où y est donné quelconque appartenant à F et x cherché appartenant à E, 
a au moins une solution. 

Si f(E) désigne l’ensemble des images de tous les éléments de E par /, rappelons que 
f(E) s'appelle l'image de la source E par f ou simplement l'image de f. On peut dire 
qu'une application / de E dans F est surjective si et seulement si on a : f(E) — F. 

Notons que, lorsqu'une application de source E et de but F est surjective, on dit que c'est 
une application de E sur F. 
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En utilisant les quantificateurs, le fait que f'application de source E et de but F est surjec- 
tive s'écrit 


WYEPDGxeE) f=7. 
ExERCIOES 


1. Interpréter l'assertion 
GxeE){reF fG@=7y 


2. Écrire à l'aide des quantificateurs que l'application, f : E ——+ F, n'est pas 
surjective. 


b) Application injective ou injection. 


Définition. 


On appelle application injective ou injection toute application telle que tout 
élément du but soit l'image d'un élément au plus de la source. 


Autrement dit, une application f de E dans F est injective si et seulement si l'équation 


L(x) = y, où y est donné quelconque appartenant à F et x cherché appartenant à E, a au 
plus une solution. 


On peut dire qu'une application / de E dans F est injective si et seulement si on a : 
HGxIEEXE) VO=/G@) —> x= 7x1 


L'implication précédente est équivalente à sa contraposée. On peut donc dire qu'une 
application / de E dans F est injective si et seulement si on a : 


HGXIEEXE) [xx > f(x) 2 SG, 


c'est-à-dire si et seulement si les images par / de deux éléments quelconques distincts de E 
sont deux éléments distincts de F. 


EXERCICE 


3. Écrire sans signe d'implication qu'une application est injective (cf $ 1. 1 c, loi logique 
n° 7). En déduire une formule utilisant les quantificateurs signifiant que f n'est 
pas injective. 


a ijective ou bijection toute application telle que tout élément 
l'image d'un élément unique de la source. 


Autrement dit, une application f de E dans F est bijective si et seulement si l'équation 
LS) = y, où y est donné quelconque appartenant à F et x cherché appartenant à E, a 
une solution unique. 

Pour que cette équation admette une solution unique, il faut et il suffit qu’elle admette à 
la fois une solution au moins et une solution au plus. Une application est donc bjective 
si et seulement si elle est à la fois surjective et injective. 

Lorsqu'une application f de E dans F est bijective on dit que.c'est une application bijec- 
tive ou une bijection de E sur F. 
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4) Exemples. 
1. Soit une application / de E dans F telle que, £ étant un élément du but F, on ait: 
QxeE) FO =k; 
on dit que fest une application constante de E dans F. 
Si E et F contiennent plusieurs éléments, f n’est si surjective ni injective. Si E contient un 
seul élément, f est injective. Si F contient le seul élément k, f est surjective. SiEetF 


contiennent un seul élément, f'est bijective. 
2. Soit l'application de E dans E telle que 


QxeE = 


on dit que f'est l'application identique de E ou l'identité de E, que l'on note ide; f est 
une bijection de E sur E. 
3. Soient E un ensemble, À une partie de E et F l'ensemble {0, 1}. Considérons l'applica- 
tion f de E dans F telle que : 

f@=0 six#A 

fR@=1 sixeA. 


A toute partie À de E on peut associer une application /, de E dans F et réciproquement, 
si on connaît fA c'est-à-dire si on connaît la valeur / (x) (0 ou 1) de f\ pour tout élément x 
de E, À sera parfaitement déterminée. Une telle application est appelée fonction carac- 
téristique de Ia partie A de E. Si l'on désigne par 9 (E) l'ensemble des parties de E et par 
F (E, F) l'ensemble des applications de E dans F — {0, 1}, il existe donc une bijection de 
S €) sur F (E, F), c'est la bijection : À — fa. 


4. La symétrie de centre © dans le plan et la symétrie d'axe À dans le plan sont des 
bijections du plan sur lui-même. 

5. La projection d’un plan P sur une droite D de ce plan parallèlement à une droite A 
de P est surjective, elle n'est pas injective. Par contre la restriction de cette projec- 
tion à une droite D’ de P non parallèle à A est une bijection de D' sur D. 

6. Soit l'application f de E dans F définie par x 1——+ x. 

SiE = IN et F = [N, f'n'est pas surjective (il n'existe pas d'entier naturel x tel que 
x = 2 par exemple), mais f est injective (deux entiers naturels distincts ont des 
carrés distincts). 

SiE= Z et F— [N, fn'est pas surjective (il n'existe pas d'entier relatif x tel que 
x? = 2 par exemple) et f'n'est pas injective (deux entiers relatifs opposés ont même 
carré). 

SiE = Ret F = R,, f'est surjective (tout nombre positif ou nul est l'image d'un 
nombre réel au moins) (voir cours de Seconde), mais f n'est pas injective (deux 
nombres opposés ont même carré). 

SiE= R, et F— IR, f est biective (tout nombre positif ou nul est l'image 
d'un nombre positif ou nul unique). 

2x+5 


7. Soit l'application de IR — {1} dans R définie par x — ei 5 } étant 
un nombre réel quelconque donné et x un nombre que l’on cherche dans IR — 4} 
GE 
oo] PS pe x —y=2x +5 


= x —2x=y+5 
<— G-Dx=Y+5 @ 
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2. 3 COMPOSITION DES APPLICATIONS 


Si y — 2, (2) n'a pas de solution donc (1) non plus. 


Siy # — 2, (2)et (1) ont une solution unique x — ii 


Donc l'application de IR — {1} dans IR définie par x — est injec- 
tive, mais n'est pas surjective. L'application de IR — {1} dans IR — {2} définie 


par x + + est bijective. 


2xas 


2) Composition de deux applications. 


Soient une application f de E dans F et une application g de F dans G (notons que l'on 
suppose que le but de f est égal à la source de g). 

A tout élément x de E on sait associer un élément unique de F tel que y — f(x) et à cet 
élément y on sait associer un élément unique z de G tel que z— g (y). On peut écrire 
2= # [f(x]. On définit ainsi une application de E dans G. Dans l'écriture g [/ Go], # 
figure à gauche et / à droite, Pour cette raison, cette application de E dans G sera notée 
&0 f où g figure à gauche et f' à droite. 

Pour tout x de E on a donc 


Go = #0. 
Remarquons toutefois que dans le schéma 

FH ca ae 

PS Heter 


figure à gauche et g à droite. Nous dirons que g o f'est la composée de f suivie de g:; ces 
trois applications peuvent se représenter par l'un des schémas suivants (fig. 1). 


f g 


Be ES QG 


fig. 
Soit f'une application de E dans F, idg l'identité de E et idy l'identité de F. Les schémas 
ae pen epper gets à jrs nos 
x x fa x {@ + £@) 


montrent que pour tout x de E on a 
(Lo id) (x) = (dy 0 f) (x) = f(x) 
donc 
foidy = idpof—f. 


EXEMPLES 
1. Soient fet g les applications de IR dans IR définies par f(x) = 2 x + 3et g (x) = x?. 
Déterminons les applications go f'et fo g de IR dans IR. On a pour tout x réel : 
Gof)@)= ef) = E£ 0x +3), 
l'image de x par g est x’, donc l'image de 2 x + 3 par g est (2 x + 3)°, donc 
GoN@=Gx+ 3}. 
On a de même pour tout x réel 
os) @) = fe GO] = CE) 
l'image de x par f'est 2 x + 3, donc l'image de x? par f'est 2 x* + 3 donc 
Uor)()=2x +3 
Nous voyons que gof#fog. 
2. Dans un plan P, soient À et A’ deux droites perpendiculaires en O. Supposons que 


la source et le but soient P et désignons par la symétrie d'axe À, g la symétrie de 
centre O, la symétrie d'axe A’. Nous avons pour tout point M de P (fig. 2) 


G@of)(M) = 8 LM) = 8 (M') = M", or (M) = M", 


donc go f = h. De même (fo g) (M) = f Le (MN = SM") = M", 

donc on a aussi fo g = 4. On a donc dans le cas étudié fog=gof=h. 

Vous vérifierez que l'on a aussi goh="hog=f, hof—foh=8#, donc la 
composée de deux des symétries /, g, h est égale à la troisième. 


b) Associatitité. 
Soient les applications f, g, h données par le schéma 
ele ee 
Fa SE 
Les schémas suivants 
CON CI AP CURE ENTRE TRE ARE CIE 
xr = é x pi Lé 


montrent que pour tout x de E les applications 4o (g o f) et (4 o g) o f donnent une même 
image 1 dans H; nous avons donc : 


ho(gof)=(hog)of, 
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cette application unique s'écrira  o g o f. Nous dirons que la composition des applica- 
tions est associative. 

Si f, & sont des applications de E dans E il en est de même de g o f, donc la composition 
des applications est une loi interne définie dans l’ensemble F (E, E) des applications de 
E dans E; cette loi interne est associative. 


<) Application composée de deux surjections ou de deux injections ou de deux bijections. 
Soient une surjection f de E sur F et une surjection g de F sur G. 


PACS par. 


Ep 


Tout élément z de G est l'image par g d'un élément au moins de F puisque g est surjec- 
tive. Soit y l'un de ces éléments, on a : z— g (y); or y est l'image par / d’un élément au 
moins de E puisque f'est surjective. Soit x l’un de ces éléments, on a y = f(x). 

Donc z = g (y) = g [/(x)] et tout élément z de G est l’image par go f d’un élément 
au moins x de E : g o f'est surjective. 

Nous pouvons énoncer : la composée de deux surjections est une surjection. 


Soient une injection f de E dans F et une injection g de F dans G. Quel que soit (x, x’) 
de EX Eona: 


eUONI=EUGN —> /@= 7/0) 
puisque g est injective, et 
SO=S@) —> x=x 


puisque f'est injective. Par suite quel que soit (x, x') de E X Eon a : 
EUGN=EUGYN —> x= 


donc g o f'est injective. 

Nous pouvons énoncer : la composée de deux injections est une injection. 

Il résulte des deux résultats précédents que si f'et g sont bijectives, c'est-à-dire à la fois 
surjectives et injectives, il en est de même de g o f. Nous pouvons énoncer : la composée 
de deux bijections et une bijection. 


2. 4 APPLICATION RÉCIPROQUE D’'UNE BIJECTION 


a) Définition. Exemples, 


Soit une application f de E dans F définie par x» y = f(x). Cherchons s’il existe 
une application de F dans E qui associe à tout élément y de F un élément unique x de E 
tel que y — f(x). L'application cherchée existe si et seulement si l'équation f(x) = y 
où y est donné quelconque appartenant à F et x cherché appartenant à E, a une solution 
unique c'est-à-dire si et seulement si f'est bijective. 

L'application cherchée s'appelle alors l'application réciproque de f. On la note f-1. On 
peut écrire : 


HNGNEEXF) y=/@ > x=f 710). 


L'équation f-1 (y) = x, où x est donné quelconque appartenant à E et y cherché appar- 
tenant à F, a une solution unique. Donc f-1 est une bijection de F sur E; on dit que c’est 


la bijection réciproque de la bijection f. La bijection réciproque de -1 est f; on dit que 
f'et f-1 sont deux bijections réciproques. 


EXEMPLES 


1. Soit l'application f de IR dans R : x 2x +3. 
Elle est bijective car l'équation 2 x + 3 = y (y nombre réel donné, x nombre réel 


cherché) a une solution unique qui est x = 3 (> — 3). 


1 
L'application réciproque de f'est la bijection f-? de IR sur R : x —+ 3e —3. 


2. Soit l'application f de IR. dans IR, : x + x%, Elleest bijective et 1" bien 
réciproque de f est la bijection -1 de IR, sur IR, : x r—+ 4/x (résultat établi 
en classe de Seconde). 

3. On a vu ($ 2.2 d exemple 7) que l'application f de IR — {1} dans R — {2} : 


22LS est biective. On a vu que l'équation 2H — y & nombre 
réel quelconque donné, x cherché appartenant à IR. — {1}) a une solution unique 
si et seulement si y 2. Cette solution est x = 2 +3 

L'applation rttproque de ta lion /-tde RL (Ta 2 (1): 


z+s 
x—2 


x — 


X— 


b) Propriétés. 
Soient f'une bijection de E sur F et f-* la bijection réciproque de f, on a 
NG@NEE XF] y=/G@ <> x=f"10) 


d'où pourtoutxdeE x=f1[f()]=(fof)(x) c'est-à-dire 


frof 


On a de même pour tout y de F 
v= fr ON= (fof-) 0) 


d'où 


fof 


Soient une bijection / de E sur F et une bijection g de F sur G. On sait que l'application 
composée g 0 f est une bijection de E sur G. Cherchons à déterminer (g o f)"1. Nous 
avons quel que soit (x, y, z) de E X F X G 


= <= x=/f 10) 


et 2=80) <= y=871() 

D'où x = fe = (087) 0). 

Mais on a 2= (of) <= x= (80/1 (2) 
donc 4zeG Go t(=({ftog )() 
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<) Ensemble des bijections de Esur E. 


Une bijection de E sur E s'appelle une permutation de E. Désignons par $ (E, E) l'ensem- 
ble des permutations de E; la composée de deux bijections de E sur E est une bijection 
de E sur E; la composition des applications est donc une loi interne définie dans 8 (E, E); 
notons (@ (E, E), o) l'ensemble de ces permutations muni de la loi de composition des 
applications notée o. La loi est associative ($ 2. 3 b). L'élément neutre est idy car idu 
est une bijection de E sur E et 'o idy = id o /— f pour toute bijection / de E sur E. 
La bijection réciproque f-1 de la bijection f de E sur E est une bijection de E sur E telle 
quef-1 0 f— fof-1— idy. Donc 

(B (E, E), 0) ensemble des permutations de E muni de la loi de composition des applications 
est un groupe. 


d) Bijection involutive de E sur E. 


Une bijection /'de E sur E est involutive si et seulement si /— f-1. Par exemple dans un 
plan P la symétrie centrale de centre C et la symétrie axiale d'axe À sont des bijections 
involutives de P. 

Si f'est une involution de E,f—f-! donc fof= fo f-1 = idn. Réciproquement si f 
est une bijection de E sur E telle que fo / — idy, comme on a aussi fo /-1 = id; on en 
déduit que f — f-! car l'application réciproque d’un élément quelconque de S (E, E) est 
unique, On peut donc écrire pour toute bijection / de E sur E 


S=SN <> fof= ide. 


2. 5 OPÉRATIONS SUR LES FONCTIONS NUMÉRIQUES 
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Désignons par F (D, IR) l'ensemble des fonctions numériques définies sur un même 
ensemble D et prenant leurs valeurs dans IR. 
a) Addition des fonctions numériques. 


Étant donnés deux éléments f'et g de F (D, IR), on appelle somme de f'et g la fonction 
numérique définie sur D, que l'on note f + g, telle que : 


UxeD) (+8) =f@ +80. 


On définit ainsi une loi interne dans F (D, [R), l’addition. Vous démontrerez à titre 
d'exercice que cette addition est commurative et associative. 
L'application, & : D —— [R, telle que 


WxED) w()—0 
vérifie, quel que soit f'de F (D, R), 
o+f=f+o=f 


Cette fonction w appelée fonction nulle sur D, est l'élément neutre de (F (D, R), +). 
Par abus de notation, si aucune confusion n’est à craindre on note 0 cette fonction w. 
Vous démontrerez sans peine que tout élément f de F (D, IR) est symétrisable, le symé- 
trique de f appelée fonction opposée de f se note — f. Il en résulte que (F (D, IR), +) 
est un groupe commutatif. 


b) Multiplication des fonctions numériques. 
Étant donnés deux éléments f'et # de F (D, IR) on appelle produit de f'et g la fonction 
numérique définie sur D, que l'on note f X g, ou plus simplement /£, telle que 
QxeD) n@= fe. 


On définit ainsi une loi interne dans F (D, IR), la multiplication. Vous démontrerez à titre 
d'exercice que cette multiplication est commufative et associative. 
L'application, u : D :———+ [R; telle que 

YxeD) «=, 


vérifie, quel que soit fde F (D, R) 

uf=fu=f; 
cette fonction u, appelée fonction unité définie sur D, est l'élément neutre de (F (D, R), x). 
Par abus de notation, si aucune confusion n'est à craindre, on note 1 cette fonction u. 
Vous démontrerez sans peine que dans (D, R) la multiplication est distributive 
par rapport à l'addition. Il en résulte que (F (D, IR), +, X) est un anneau commutatif 
unitaire (cf cours de Seconde). 


EXEROICES 


1. Montrer que fe F (D, IR) est symétrisable pour la multiplication si et seulement si 
YxeD) (#0. 
Le symétrique de fse note Fr 
2. Soient les fonctions numériques, définies sur IR, suivantes 
Jim + x gx ee Vi — x. 
Ona Ad À 
Xe R) On = (VE + x) (VA — x) = 0; 


fx associe donc à tout nombre réel x le nombre réel 0. La fonction fr est donc la 
fonction nulle sur FR. Cet exemple nous montre que dans l'ensemble F (R, IR) il 
existe des fonctions autres que la fonction nulle dont le produit est la fonction 
nulle. De telles fonctions s'appellent des diviseurs de zéro (l'élément zéro désigne 
la fonction nulle). 


Remarque. Dans F (R, IR), c'est-à-dire si D — IR, on peut définir les deux lois internes 
Go ——fe t (fa)— los; 

vous ne confondrez pas le produit de f'et g et la composée de f'et g. 

Ces deux lois sont associatives, mais seule la multiplication est commutative. 

L'élément neutre de la multiplication est 4, fonction constante sur [R de valeur 1 et 

celui de la composition est e = id. 

Les éléments symétrisables de (F (IR, IR), x) sont les fonctions telles que pour tout x 


de IR on ait f(x) 0 et ceux de (F (IR, IR), o) sont les applications bijectives de IR 
sur R. 


<) Multiplication d’une fonction numérique par un nombre réel. 
On appelle produit d’une fonction numérique f définie sur D par un nombre réel à, la 
fonction numérique définie sur D et notée à « , ou plus simplement L/, telle que 


UxeD) GANG= af. 
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On définit ainsi une loi de composition externe dans F (D, IR), le domaine des opérateurs 
étant IR, nous l’appellerons multiplication externe par un nombre réel. 
Vous vérifierez sans peine que l’on a quels que soient à, w de IR et , g de F (D, R) 
1/=$ A(G)= GDS 
QG+DS= A+ uf A(+8)= + 28. 


Comme (F (D, IR), +) est un groupe commutatif il en résulte que (F (D, IR), +, +), 
c'est-à-dire l'ensemble F (D, IR) muni de l'addition et de la multiplication externe, est 
un espace vectoriel sur IR (voir cours de Seconde). 


2. 6 ÉTUDE DES OPÉRATIONS SUR LES PARTIES D'UN ENSEMBLE 


A L'AIDE DE LEURS FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES 


Soient un ensemble E, une partie À de E, F— {0, 1}. On a défini ($ 2. 2 d) ce qu’on 
appelle fonction caractéristique /, de A. C'est une fonction numérique définie sur E et 
prenant ses valeurs dans F. 

Notons d'abord que quels que soient A et B de T (E) on a 


N=fs <= A=B. 


Soient À le complémentaire de À dans E, B une autre partie de E et fy la fonction carac- 
téristique associée à B. Connaissant /, et 3, calculons faus, Jane et fx. Pour cela 
écrivons les tables de vérité de (x € À N B) et de (x e À U B) et adjoignons dans le 


tableau les valeurs de f4, fs, fan aus, fx Pour tout x de E dans chacun des quatre cas 
classiques : 


xeA|xeBlxe(A nB)|xe(AUB) AG | Ans | faun © | 


Nous voyons que l’on a quelles que soient les parties A et B de E et pour tout x de E : 
Sans O9 = JG) fn Go), 


Saus @) = fa C9 + fn @) — fa CD 8 Go), 
RO = 1 — AG 

Nous avons donc quels que soient A et B de T (E) : 

@) Fans = af 

@) Save = fa + fe — ff 

@) f=1-f 


Notons que la fonction nulle’ sur E, soit 0, est fs et la fonction unité, notée 1, est la 
fonction fx. 


À l'aide de ces égalités, on peut démontrer toutes les propriétés de la réunion et de 
l'intersection. Notons avant de donner des exemples de tels calculs que l'on a, quel que 
soit À de T (E), 

JB = fa 

SA — #9) = 0; 
ces égalités traduisent respectivement les égalités À N A = À et AN À — S. 
Montrons, par exemple, que l'intersection est distributive par rapport à la réunion. On a 

Lanavo = La fauc = A Je + fe — fofo = fafs + fafo — fafufor 
Sanmuana = fans + Jane — fans ane = A + fafo — af) Jafo) 
= fafs + flo — fafsfo 
car (4) = fa. La relation fanœuo = fianmuranc Montre donc que 
AN(BUC) = (ANB)U (AN C). 


EXERCICES 
1. Démontrer en utilisant les fonctions caractéristiques de A, B, C parties de E que 
l'on a 
AU(BNn C) = (AU B)n (AU C), 
AnB=AUR, 
AUB—ANB. 
2. Interpréter la relation f,fs = f, à l'aide d'une inclusion. 
Traduisez à l'aide d'une relation entre J, et fj la relation À U B = B. 
Pour la différence À — B (cf 1.6)on a 
Lan = fans = fs = fa (À — fu), 


et pour la différence symétrique À A B (cf 1. 6) on a 
Sas = faus-anm = aus (À — fann) = Ca + — af) À — fan) 


d'où en utilisant les relations À = fa et J8 = /n 
faas = fa + fn — 2fafu. 


EXERCICE 
3. En utilisant les fonctions caractéristiques démontrer que 


AAB—(AnB)u(Bn A). 


D'autres propriétés démontrées par ce procédé vous seront proposées à titre d'exercice 
à la fin du chapitre (cf ex. n° 2.20). 


TE 
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Classification des applications (surjections, injections, bijections) : 1 à 6. 
Composition des applications : 5 à 11. 

Bijection réciproque d’une bijection : 12 à 15. 

Involution : 16 à 18. 


Le sujet d'étude 19 porte sur la classification des applications et leur composition: le sujet d'étude 
20 porte sur les fonctions caractéristiques des parties d'un ensemble. 


Examiner si l'application f de E dans F définie par x 1 19 est sujective, injective ou 
bijective dans les cas suivants : 

à E=N, F=N. 

DE=Z,F=Z. 


Soit E l'ensemble des points M d'un demi-plan fermé de bord (AB) (A :< B). d (P, Q) désigne 
la distance euclidienne de deux points quelconques de E. On pose x — d(A, M)et y = d(B, M). 
A tout point M de E on associe le couple (x, ) de nombres réels positifs ou nuls ainsi définis. 
On obtient ainsi une application f de E dans R, x IR. 
a) L'application f est-elle injective? 

5) L'application J est-elle surjective? Trouver les relations qui caractérisent les couples (x, y) 
appartenant à f(E) c'est-à-dire les couples qui sont des images des points de E; on posera 

d{A, B) = 1. 

€) Quels sont les points de E tels que x = y? x < y? Que peut-on dire des points M et M' dont 
les images respectives (x, y) et (x’, y’) sont telles que x' = yet y' = x? 


# 


Le plan P étant rapporté à un repère cartésien, soit / l'application de P dans lui-même qui 
associe au point M (x, ») le point M' (x', y’) tel que : 
| x =2x+y 
y xX—7. 
Examiner si 'est surjective, injective ou bijective. 


Le plan P étant rapporté à un repère cartésien, soit f l'application de P dans lui-même qui 
associe au point M (x, ») le point M'(x', y’) tel que : 

x x+s 
gp | Y'=2x+2y 
a) Examiner si f'est surjective, injective ou bijective. 
6) Soit D la droite d'équation : y — 2 x, Que peut-on dire de l'application g de P dans D qui 
associe à M (x, y) le point M' (x’, y’) défini par (1)? 


Le plan P étant rapporté à un repère cartésien, soit / l’application de P dans lui-même qui 
associe au point M (x, y) le point M' (x’, y’) tel que : 

x+2y+2 

ny =] 

a) Examiner si f'est surjective, injective ou bijective. 

5) Trouver deux applications g et 4 de P dans P telle que f — ho g. 


On considère les deux applications de [N dans [N définies pour tout x de IN respectivement 
par : 


809 = 3 six est pair, 
LG) = 2x, Er 
2 


80) = si x est impair. 


2 


25 


2.14 


215 


216 


a) Examiner si ces applications sont surjectives, injectives ou bijectives. 

b) Déterminer gof et fog. re an 

Étant donné deux fonctions numériques f et g de la variable réelle x, déterminer & 0 f et fog 
dans les cas suivants (ex. 2.7 à 2.10): 

SH =3x-5 s@=". 


JD=r+4 e@ = x-7. 28 


(l 


1 
J@=4x+1 => 210 FOR QE 


Étant donnés les nombres réels a, b, €, d où c 0 on considère l'application 
ax +b n 'fArd + 
1 10e bar de R | 2] dans 


a) En posant x + a X, montrer que l'on peut toujours mettre /(x) sous la forme : 
€ 


h 
1e Kg 


EF HR à 
peer. de R° dans R, 
Xi—+x+k deiR dans R. 


Soit l'application fi x 2z+$ de R — {3} dans R — {2}. 


a) Montrer que f'est bijective et trouver l'application réciproque f-? de f. 
#) En posant x — 3 = X, montrer que l'on peut mettre f (x) sous la forme : 


JO =k+z 
Re x—3 deR —{}sur R° 


h 


€) Soient les bijections /, : 


fixe À de IR sur Re. 


fixe x + de R* sur R — {4}. 


ÉrE res Fees f-*est la composée de trois bijections que l'on déterminera. 
En déduire que (J, © /, of) = rt 0 fjt 0 fr? . Retrouver ce dernier résultat en appliquant 
les résultats du cours (cf. $ 2.4 b). 

Montrer que les applications de E dans F sont bijectives et déterminer leurs applications récipro- 
ques (ex. 2.13 à 2.15) : 


x +1 


Re 


E=R=@}F=R— {1} 
xs 2mx ER, F =] 00.2] 


L + 


X+— 


ER FI 01100 + of 


TE 


dis i ji L à D. 
Dans le plan euclidien P, on donne une droite D'et deux points A et B n'appartenant pas à D. 
On suppose que la droite AB coupe D'en O. Soit l'application / de D — {O} dans D — {O} qui 
associe à tout point M de D — {O} le second point d'intersection de D et du cercle passant 
par À, B, M. 
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2.18 


2.19 


2.20 
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a) Montrer que f'est une involution de D — {0}. 
+) Définir f'en cherchant une relation entre OM et OM!. 


Dans le plan euclidien P, on donne un point O et un nombre réel £ -£ 0: Soit l'+ 


pplication f de 
P— {O0} dans P — {O} qui associe à tout point M de P — {O} le point M' tel que 


OM.OM = k. 


a) Montrer que f'est une involution de P — {0}. 


b) Montrer que, si D est une droite passant par O, l'ensemble D — {O} est globalement inva- 
riant par £. 


Dans le plan euclidien P, on donne un triangle «AA! et une droite À passant par x et coupant 
AA' en x situé strictement entre À et A". À tout point M du plan on associe un point M' de ce 
plan de la manière suivante : 

Par M on mène la parallèle à A, elle coupe À en y; par u on mène la parallèle à zA’, elle 
coupe en M' la parallèle menée par M à AA’. 

a) Démontrer que l'application M + M'est une bijection de P sur lui-même, 

6) Trouver tous les points invariants par cette bijection. 

€) Montrer qu'il existe une famille de droites parallèles toutes globalement invariantes par cette 
bijection, 

d) La bijection considérée peut-elle être involutive ? 


Sujets d'étude 
On considère les deux applications f'et g : 

DRE es cr 
a) Démontrer que si g 0 f'est injective, f l'est aussi, et que, si de plus fest surjective, alors g est 
injective. 
b) Démontrer que si g o 'est surjective, g l'est aussi, et que, si de plus g est injective, alors f'est 
surjective (pour montrer que g est surjective on raisonnera par l'absurde en montrant que 


&(F) # G conduit à une contradiction avec l'hypothèse; pour montrer que f'est surjective on 
montrera de même que f (E)  F conduit à une contradiction avec l'hypothèse). 


€) On suppose : 
E=G et gof= id. 
Que peut-on dire de fet de 8? 
d) On suppose : 
E=G et gof=idy et fog— ide. 
Que peut-on dire de f'et de g? 


Nous avons défini (ef. $ 2.2 d'exemple 3) ce qu'on appelle fonction caractéristique , d'une 
partie À d’un ensemble E. Si À et B sont deux parties quelconques de E, nous avons calculé 
(ef. 82.6) fan fau n, fr, fa aan connaissant /, et f, et nous avons retrouvé, à l'aide de ces 
fonctions caractéristiques, quelques propriétés déjà rencontrées au chapitre précédent. Nous 
en proposons d'autres que l'on démontrera toujours à l'aide de ces fonctions caractéristiques. 
a) Démontrer que, dans T (E), l'intersection est distributive par rapport à la différence (on mon 
trera que si À, B, C sont trois parties quelconques de E, fanm0 = fann-a nc) 
B) Démontrer de même que : 
{A — B)—C= A —(BU C) 
{A —B)n(C—D)=(A n C)—(BU D). 


€) Démontrer que, dans # (E), la différence symétrique est associative. 

En déduire que (1° (E), A)est un groupe commutatif. 

d) Démontrer que, dans f (E), l'intersection est distributive par rapport à la différence symé- 
trique. En déduire que (3 (E), À, N) est un anneau commutatif unitaire. 
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Problèmes de dénombrement 


Partant des propriétés de (IN, +, X, <) supposées connues, nous commençons par 
énoncer quelques résultats intuitifs très simples concernant les ensembles finis. 
Cette introduction nous permet de traiter ensuite les problèmes de dénombrement du 
programme. 


Nous supposons connues les propriétés de l'ensemble ÎN des entiers naturels muni de 
l'addition, de la multiplication et de l'ordre naturel. Rappelons que si n et p sont deux 
entiers naturels tels que n < p, on pose 

mn= n+i,..sp—1p} 


3. 1 ENSENBLES FINIS 


a) Ensembles équipotents. 
Étant donnés deux ensembles E et F s’il existe une bijection / de E sur F, il existe alors 
une bijection, à savoir f-1 de F sur E; nous dirons que les ensembles E et F sont équi- 


potents. 
Si E et F sont équipotents et s'il en est de même de F et G nous avons le schéma 
il Li 
be Fer 


tion de E sur G donc E et 


où f'et g sont des bijections : il en résulte que g o f'est une bi 
G sont équipotents. 


b) Ensembles finis. Cardinal d'un ensemble fini. 


DO. ——————— 
On dit qu'un ensemble E est fini s'il est vide ou bien s'il existe un entier naturel non nul n 
tel que E soit équipotent à [1, n]. 


On démontre que s'il existe une bijection de E sur [1, »] et une bijection de E sur [!, p] 
alors n= p. 
Ce nombre n est appelé le cardinal de E, on écrit 

card E= n. 


D'après le sous-paragraphe a ci-dessus tout ensemble équipotent à E est aussi équipotent 
à [l, net a donc même cardinal que E. Le nombre n caractérise donc la classe de tous 
les ensembles équipotents à (1, r]; d'un point de vue intuitif ce nombre n est le nombre 
d'éléments de l’un quelconque de ces ensembles. On complète la définition du cardinal 
d’un ensemble fini en posant 

card & 


Un ensemble non fini est appelé infini, par exemple N, Z, Q, IR sont des ensembles 
infinis. 
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© Propriétés des cardinaux des ensembles finis. 
Les démonstrations des propriétés suivantes s'effectuent à l'aide des propriétés de 
IN CH, x, <),elles ne font pas partie du programme de la classe de Première. Nous 
admettrons donc les résultats suivants concernant les ensembles finis E, F de cardinaux 
respectifs # et p. 


Théorème 1. 


Étant donnés deux ensembles finis E et F : 
siE CF alors cardE< cardF, 
Si(Œ CF et EÆF) alors cardE < cardF. 


EXEROICE 
1, A l'aide du théorème 1 démontrer que si (E € F et card E = card F) alors E = 


Soit une application de E fini dans F fini on af (E) € F donc (théorème 1) 
card / (E) < card F 


D'autre part nous admettrons que l'on a 
card f (E) < card E. 


Si f'est surjective on a f(E) — F donc card f(E) — card F. 

Si f'est injective, l'application : E —— f(E) coïncidant avec f sur E est une bijection 

donc card E = card f (E). Concluons 
Théorème 2. 
Étant donné une application f de E fini dans F fini 
sifest surjective card E > card f (E) = card F, 
si f est injecti card E = card / (E) card F, 
si fest bjective card E = card f (E) = card F. 


Nous admettrons que quels que soient les ensembles finis E et F on a 
ENF=@ <> card(EU F)= card E + card F. 


Ceïte formule s'étend à des ensembles finis E,, Es, ….…, E, deux à deux disjoints 
card (E,U E, :. U E,) = cardE, + card E, + ... + cardE,. 


En particulier si E;, ..., E, constituent une partition de E (cf. cours de Seconde) on a 
card E— card E; +- card Es + .… + card Es. 


Si nous supposons maintenant que E et F sont finis mais ne sont pas forcément disjoints, 
on peut se ramener au cas précédent en remarquant que (fig. 1) 
EUF—EU(F—E) avc En(F—E)=9 
on a donc 
card (E U F)= card E+ card (F — E) @ 
De même nous avons 


F=(F—E)U(ENF) avc (F—E)n(EnF=e 
d'où 
card F— card (F — E) + card (E N F) @ 


Les relations 1 et 2 nous permettent d'écrire : 
card (E U F) — card E + card F — card (E N F). 


" 
E 
fig. 1 

Concluons 

Théorème 3. 

Quels que soient les ensembles finis E et Fon a 

Card (E U F) + card (E n F) = card E + card F |. 

ExERCIOES 


2. E, F, G étant trois ensembles finis, démontrer que : 
card (EU F U G) = card E + card F + card G — card (EN F) — card (FN G) 
— card (G n E) + card (EN F n G). 


3. À et B étant deux parties d'un ensemble fini E, ayant pour complémentaires respec- 
tifs À et B, démontrer que : 


card E = card À + card À L "à. 0 
card E — card (A N B) + card (A N B) + card (A n B) + card (A n B). 


Nous admettrons enfin le résultat suivant. 


Théorème 4. se 


Quels que soient les ensembles finis E et F on a 
card (E x F) = (card E) (card F). 


3. 2 NOMBRE D'APPLICATIONS D'UN ENSEMBLE FINI DANS UN 
ENSEMBLE FINI 


a) Étude d’un exemple. 


Raïsonnons d'abord sur un exemple : E — {a &, 44} et F— {b, b,). Soit f'une appli- 
cation de E dans F. On aura /(a,) = b, ou bien f(a;) = b,. On peut schématiser ces 
deux cas par une figure à l'aide de deux traits (ou branches) partant de a, à côté desquels 
on a mis b, ou b, (fig. 2). 


Si (a) = bon aura f(a,) = b, ou bien (a) — b, (schématisé par deux branches 
partant d’un point a, de la figure). Si f(a;) = b, on aura f(a,) — b; où bien (a) — b, 
(deux nouvelles branches)... Remarquons que les choix des images d'un élément quel- 
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ä 
fig.2 


conque de E sont indépendants les uns des autres. Le chemin en trait fort sur la figure 2 
représente l'application f'telle que : 


fa)=b, f@)=bs f@s)=bs. 


Un tel schéma s'appelle l'arbre des applications de E dans F; à tout chemin est associé 
une application unique de E dans F et toute application de E dans F est associée à un 
chemin unique. Autrement dit, il existe une bijection de l’ensemble des chemins sur l'en- 
semble des applications de E dans F. Donc le nombre de ces applications est le nombre 
de ces chemins (cf. $ 3. 1 b). 

le nombre de branches partant de a est LA 

le nombre total de branches partant des points a, est 2 X 2, 

le nombre total de branches partant des points a, est (2 X 2) x 2=— 24, 

Le nombre des applications de E dans F est donc 2= 8. 


Cus général. 


Soient E, — {a, @, ..…, 4,} un ensemble de p éléments (p = IN*)et F, = {b,, ba, b 
un ensemble de »n éléments (n € IN*). Désignons pàr F (E,, F,) l'ensemble des applica- 
tions de E, dans F, et par card F (E,, F,) le nombre d'éléments de F (F,, F,). Dans 
l'arbre des applications de E, dans F,; 

le nombre de branches partant de a, est [A 

le nombre total de branches partant des points a, est » X » 

plus généralement le nombre total de branches partant des points 4,,, sera le produit 
par x du nombre total de branches partant des points 4, car on peut associer à @, 
l'un des n éléments de F, donc figurer » branches nouvelles après chacune des branches 
arrivant à chaque point a,. Par conséquent pour g tel que 1 <q < p— 1ona 


a) card F (Eux Fa) = n card F (Es F,). 


Ce résultat a été acquis intuitivement en regardant l'arbre des applications de E, dans 
E,. Pour les lecteurs que cela intéresse voici une démonstration rigoureuse de ce 
résultat. 


Sip = 1, il y a n applications de E, dans F, ce sont les applications fi, fa, 
définies respectivement par 

fi (a) = br fa (an) = bss 
F (Es, FJ) est donc fini et on a 

card F (E,, F,) = n. 

Supposons que F (E,, F,) soit un ensemble fini (1 < g < p — 1). 
Soit f' un élément quelconque de F (E4.1, F,), sa restriction à E, est un élément : 
de F (Es F,); done f' est un prolongement à E4.; d'un élément de F (E4, Fi). 
Cherchons donc tous les prolongements f' à Es de f application de E, dans F, 
on a 


œ@ 


sf (a) = 


UxeE) f'@)=/0), 
S' (Qu) € En. 


La valeur f’ (4,1) peut être un élément quelconque de F,. Donc chaque application 
Jde E, dans F, donne naissance à n prolongements f’, applications de E4,1 dans F, 
Ces n prolongements de f sont distinets : ils différent par leur valeur pour a,s1 
Considérons deux applications f’ et g’ de E,., dans F,, prolongements respectifs 
de deux applications distinctes J et g de E, dans F,. Il existe donc a; E, tel que 
Sa  & (ao, donc f' (a) À g/ (a) et f' et g' sont donc des applications distinctes 
Concluons : 

Tout élément de F (Es.x, En) est un prolongement d'un élément de F (Ex, Fn). 
Chaque élément de 5 (E,, F,) donne naissance à n prolongements à Egss, éléments de 
F Een Fa). 

Tous les prolongements obtenus sont distincts. 

Il résulte de ces propriétés que F (Eyss, FN) ést fini et que l’on a pour tout entier 
q tel que 1<g<p—1: 


(0) card F (Egsur Fa) = # card F (Eu, Fi). 
On peut écrire les égalités : 
card F (Es, F,) 
card F (E,, F,) 


card F (Es, F,) = n card F (Es, Fy), 


card F (Es F), 
en multipliant membre à membre ces p égalités et en simplifiant on obtient : 


@ card F (E,, F, Û ŒeN*,neMN*) 


Théorème. 


Le nombre des applications d'un ensemble à p > 1 éléments dans un ensemble à 
n> 1 éléments est n°. 


ExencICES 

1. On donne un système de trois inéquations du premier degré à deux inconnues en 

faisant suivre chacun des polynômes donnés 
ax by+ 0 a'x+ b'x+ ce’, dx + bye" 

de l’un des signes < 0, > 0. Combien peut-on former de tels systèmes? 

2. On jette sur une table cinq dés de couleurs différentes et on lit sur la face supérieure 
de chaque dé le nombre de points, Combien y a-t-il de lectures possibles? 

3. Combien de numéros de téléphone à 7 chiffres peut-on former avec les chiffres 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, un chiffre pouvant être répété jusqu'à 7 fois? 
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©) Nombre de parties d’un ensemble fini. 
Soit À une partie d'un ensemble non vide E et F l’ensemble {0, 1}. On sait (cf. $ 2.2 d, 
exemple 3) que l'application /\ de E dans F telle que 
RAG=0 sixéA, 
NRA @=1 sixeA, 
s'appelle la fonction caractéristique de la partie À de E et qu'il existe une bijection de 
l'ensemble :f (E) des parties de E sur l'ensemble de ces fonctions caractéristiques. Si 


E a p éléments (p € IN*), le nombre d'éléments de 9 (E) est égal alors au nombre des 
applications de E dans F, c’est-à-dire à 27. 


Remarquons que ce résultat est encore vrai si p—0, car E est l'ensemble vide, 
S'(E)— {@} est formé d’un seul élément et on a bien 2° — 1. Concluons : 
Théorème. 
Le nombre de parties de tout ensemble fini ayant p éléments (p € ÎN) est 2. 


EXERCICE 


4. On considère deux ensembles finis non vides E et F de cardinaux respectifs n et p. 
Combien y a-t-il de relations de E vers F? (Utiliser le résultat précédent et le théo- 
rème 4 du $ 3. 1 c.) 


- 3 NOMBRE D’'INJECTIONS D'UN ENSEMBLE FINI DANS UN 
ENSEMBLE FINI 


Soient deux ensembles finis non vides E, = {@, a ..., 4} ayant p > 1 éléments et 
Fy {bus bas »«s bn} ayant n > 1 éléments. Soit f'une injection de E, dans F,. Si p > n, 
l'ensemble /(E,) des images des éléments de E, contient p éléments et ne peut être une 
partie de F,, donc il n'y a pas d'injection de E, dans F, (ef. théorème 2, $ 3. 1 c). Nous 
devons donc supposer 1 < p < n. 


a) Étude d'un exemple. 


E— {a dy y} et F= (b3, by by, by}. On aura (as) = b, ou bien f(a) = b, où bien 
L(@) — bg ou bien / (as) — b (schématisé sur la figure 3 par 4 branches partant de a). 
Mais si (a) = b,, on ne pourra plus prendre / (a) = b, puisqu'il s'agit d’une injection 
mais seulement /(a;) = b, où /(a)= bs où f(a) = b, (schématisé par 3 branches 


fig.3 


partant d’un point a, de la figure). Si f(a) — b; et (a) — by on ne peut avoir que 
(as) = by ou f (a) = by … : 

Les choix ne sont plus indépendants comme au S 3. 2. Nous pouvons construire ce qu'on 
appelle l'arbre des injections de E dans F (fig. 3). 


le nombre de branches partant de a, est 4, 
le nombre total de branches partant des points a, es! 4x3, 
le nombre total de branches partant des points a, est : (4 X 3) x 2. 


Donc le nombre d’injections de E dans F est 4 X 3 X 2 — 24. 


b) Cas général. 


Désignons par 3(E,, F,) l'ensemble des injections de E, dans F, (1 < p < n) et par 
card J(E,, F,) le nombre de ces injections. Dans l'arbre de ces injections, 

le nombre de branches partant de a, est n 

le nombre de branches partant des points a est (2 — 1) 

et plus généralement le nombre total de branches partant des points a, sera le produit 
par (1 — g) du nombre total de branches partant des points a, (1 < q < p — 1), car 
ayant associé à chacun des éléments &, &, .…, 4, un élément de F,, on peut associer à 
qu Seulement l'un des # — 4 éléments restant dans F, donc figurer "— 4 branches 
nouvelles après chacune des branches arrivant à chaque point a,; par conséquent on a 
pour tout entier g tel que 1 <q < p — 1 


card 3 (Egsx Fn) = (nr — g) card 3 (Es, Fn). 


Ce résultat a été acquis intuitivement en regardant l'arbre des injections de E,, dans F,,, 
voici pour les lecteurs que cela intéresse une démonstration rigoureuse de ce résultat. 


Ici il est inutile de démontrer que 3 (E,, F,) est fini, car cet ensemble est une partie 

de l'ensemble fini F (Es, F.). 

Sip = 1, il ya n applications de E, dans E, et ce sont toutes des injections, donc 
card 3 (Es, F) = m. 


Supposons connu card 3(E,F,) pour 1<g<p—1 et caleulons card 
3Œeu Fu), Soit fun élément quelconque de 3 (E4,1, F,), sa restriction à Ey 
est une injection i de E, dans F,, c'est-à-dire un élément de 3 (E,, Fa), donc j' est un 
prolongement injectif à Eqas de { élément de 3 (Ey, Fn). 

Cherchons donc tous les prolongements injectifs 1 à Eyss d'un élément à de 


3Œ,F,);0ona 
a UxeE) à = 10), 

d' (os 1) € Fa — É(E). 
En effet i’ étant un prolongement injectif de i la valeur i’ (a,.1) est un élément de F, 
distinet de à' (a) = (a), i' (as) = i (as), i' (ay) — i(a4). On notera la diffé- 
rence entre la condition (11) ci-dessus et la condition (1) du $ 3. 2 b. 
Donc chaque injection i de E, dans F, donne naissance à n — q prolongements 
injectifs de i, injections de E, dans F,; car i étant injective et 1(E,) étant une partie 
de F,ona 


card &(E4) = q et card (F, — £(Eg)) = n — qu: 
Ces n — q prolongements injectifs de { sont distincts : ils différent par leur valeur 
pour 44,1. Vous verrez sans peine que deux injections ’ et j' de Es, dans Fy, 
prolongements respectifs de deux injections distinctes i et j de E, dans F,, sont 
distinctes. 
On conclut que pour tout entier g tel que 1 <q <p— 1ona 
card 3 (Es, F,) = (n — 4) card 3 (Ew F). 


ai 
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On peut donc écrire les égalités : 
card J(E, F) =, 
card 3 (Es, F,) — (n — 1) card J (Es, F,), 
card J (Es, F,) = (n — 2) card 3(E,,F,), 


card 3(E,, F9) = În — (p — Dleard DCE,» Fi 


en multipliant membre à membre ces p égalités et en simplifiant on obtient : 


card J(E,, F,) = nn — 1) (n — 2) … (n — p +1) A <p<n). 


Théorème. 


Le nombre d'injections d'un ensemble ayant p éléments dans un ensemble ayant n élé- 
ments (1 < 2 < n) estn (n—1) (n—2) .. (n—p + 1). 


On représente ce nombre d’injections de E, dans F, par le symbole AZ où n et psont deux 
indices entiers tels que 1 < p < n : 


Aë = nn — 1)... @—p +1) | 


1. On donne n points distincts. Calculer le nombre de bipoints non nuls que l’on peut 
former avec ces » points. (On rappelle qu'un bipoint (A, B) est non nul si et 
seulement si À # B). 

2. Quinze chevaux participent de bout en bout à une course, Dénombrer le nombre de 
tiercés dans l’ordre (on suppose qu'il n'y a pas d'ex-æquo). 


EXEROIOES 


NOMBRE DE BIJECTIONS D'UN ENSEMBLE FINI Æ SUR UN 
ENSEMBLE ÉQUIPOTENT À E 


Soient deux ensembles finis non vides E, et F, ayant le même nombre d'éléments 
n@ne IN*). Toute bijection de E, sur F, est une injection de E, dans F, et récipro- 
quement (cf. $ 3. 1 c). Donc le nombre de ces bijections s'obtient en faisant p — n dans la 
formule obtenue au $ 3. 3. Si l'on désigne par B(E,, F,) l'ensemble des bijections de 
E, sur F, on a : 


card SE, F,) = nn — 1). 2.1 


Ge IN*) 


Nous poserons la définition suivante : 


Définition. 


Étant donné un entier naturel n on désigne par » 1, qui se lit « factorielle n » l'entier 
naturel défini par 


01=1 
etpourn>1 par nl=1.2...n. 


L'application de IN dans IN, # ——+ n! est strictement croissante pour n > 1, on a : 
11=1,21= 2,3! = 6,4! — 24,5!= 120, ..., 10! = 3 628 800. 


20! a 19 chiffres dans le système décimal. 
Le résultat de notre étude peut donc s'énoncer : 
Théorème. 


Le nombre de bijections d'un ensemble à n éléments sur un ensemble à n éléments est 
mn 


Rappelons qu’une bijection d'un ensemble E sur lui-même est appelée une permutation 
de E donc, 


Corollaire. 
Le nombre des permutations d'un ensemble E ayant n éléments est n1. 


REMARQUE 
La notation n! nous permet d'écrire le nombre d’injections A% d'un ensemble à p 
‘éléments dans un ensemble à # éléments sous la forme 


2.1 
Az=ntn—1)….(n—p+1)= 


n0n — 1). (n — p + 1) (n — p) 


! An — p) 2.1 
n! 
Mean 
Pour n = p on trouve nr -* = nf, c'est le nombre de bijections de E, sur F,. 
C'est en particulier pour assurer la validité de la formule ci-dessus pour n = p que 
l'on a été amené à poser 0! = 1. 
EXERCICES 
L 1. Combien de classements peut-on former avec trente élèves? (On suppose qu'il n'y a 
pas d'ex-æquo). 


2. Combien peut-on former de mots avec toutes les lettres du mot ANDRÉ, chaque 
lettre étant utilisée une seule fois? Combien en existe-t-il commençant par une 
voyelle et finissant par une consonne? 


3.5 NOMBRE DE PARTIES AYANT » ÉLÉMENTS D'UN ENSEMBLE 
FINI 


Soit E un ensemble fini non vide ayant " éléments (x > 0). Désignons par Ÿ, (E) l'en- 
semble des parties de E ayant p éléments (p < #); cherchons card 9, (E). 


2) Calcul de card F, (E). 
Pour p = 0, il y a une seule partie, la partie vide 2. 
Supposons p > 0 et désignons par P l'ensemble 
P=f,pl= {1,2,..,p} 
Si i est une injection de P dans E, i (P) est une partie de E ayant p éléments (cf. $ 3. 1 c) 
(fig.4). 
Toute partie A € T, (E) peut être obtenue comme image d’une injection i de P dans E, 
mais de plusieurs manières; A, élément de 9, (E), étant donné, cherchons le nombre 
d'injections i de P dans E telles que 
i(P)= A. 
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A chacune de ces injections i est associée une bijection unique b de P sur A telle que 
pour tout x de P on ait b (x) = (x). 1 existe done autant d'injections de P dans E telles 
que i (P)— À que de bijections de P sur À, c'est-à-dire p!. Par conséquent À est l'image 
de P par p! injections distinctes, on a donc 

card 3 (P, E)— pl card Ÿ, (E) 
d'où 


card #,E) = 


EXEMPLE 
Pour n = 7, p = 3 (cas de la figure 4) on a 
card J(P,E)=7X6%x 5,pl=3=6 
d'où 


card 9, (E) — 35. 


1x6%x5 
6 


Remarquons que la formule s'applique pour p = 0, on retrouve En = 1. Cette formule 
s'applique même pour n = p = 0 : l'ensemble vide admet lui-même pour seule partie. 
Ce nombre est représenté par le symbole CZ ou encore par () (notez la place des indices 
net p dans les deux symboles). 
Théorème. 
Le nombre des parties à p éléments d'un ensemble à n éléments (0 < p < n) est 


ni 


On dit quelquefois qu'une partie à p éléments d'un ensemble à n éléments est une combi- 
naison sans répétition de n éléments, p à p. 


EXERCICES 


1. On donne » points distincts, trois quelconques d'entre eux n'étant pas alignés. 
Calculer le nombre de segments ayant pour extrémités deux de ces points, puis le 
nombre de triangles ayant pour sommet trois de ces points. 

2. Quinze chevaux participent de bout en bout à une course. Dénombrer le nombre 
de tiercés dans le désordre. (On suppose qu'il n'y a pas d'ex-æquo.) Comparer au 
résultat de l'exercice 2 du $ 3.3. 


b) Propriétés des nombres C?. 
Rappelons que, quel que soit l'entier naturel n, ona Ci Cr = 1. 
La formule donnant C? montre que C7? = C? 
Cette formule est également évidente en remarquant que si A C E a p éléments alors 
QxA = À a n — p éléments et que l'application 
29, © — In. Œ) 
A— A 


est une bijection. Donc #, (E) et #,.., (E) ont même cardinal. | 
D'autre part à titre d'exercice vous vérificrez la formule suivante (cf. également exercice 3 
ci-dessous) valable quels que soient » et p vérifiant 1 < p < n — 1 


a=œi+c 


Cette formule jointe à C9 = C? = 1 permet de calculer facilement de proche en proche 
les nombres CZ. On obtient le tableau ci-dessous appelé triangle de PASCAL (fig. 5). 
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REMARQUE 


Vous constaterez que a et b étant des nombres réels on a 
G@+ 6} = Ca + Ch, 
Ca* + Ciab + Cb?, 
C3 e + Chatb + Cab + Ci. 
On démontre que ces résultats s'étendent au développement de (a + 5)" (formule 


a binôme) (cf.ex. 3.22); d'où le nom de coefficients binomiaux donnés aux nombres 


EXEROIOES 


3. Dans E ayant n > 1 éléments on distingue un élément a. 
Calculer le nombre de parties de E à p éléments comprenant a et le nombre de 
parties de E à p éléments ne comprenant pas a. En déduire la formule 
Ca = CG + Cu 


Q+a+a+...+o 


Æ 


4. À quoi est égal le nombre 


EXERCICES 


Nombre d'applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini : ex. 1-2-3. 

Nombre de parties d’un ensemble fini : ex. 4. 

Nombre d’injections d’un ensemble fini dans un ensemble fini : ex. 5-6. 

Nombre de bijections d’un ensemble fini sur un autre : ex. 7-8-9-20. 

Nombre de parties ayant p éléments d’un ensemble fini : ex. 9-10-11-12-13-14-16-21-22. 
Nombre d'applications surjectives, non surjectives d’un ensemble fini dans un autre : ex. 18-19. 
Les exercices 15 et 17 portent sur plusieurs parties du cours. 


Dénombrer les différentes façons de mettre 6 boules de couleurs différentes dans 3 tiroirs. 


Combien de mots de 6 lettres peut-on former avec les lettres A, une lettre 
répétée jusqu'à 6 fois ? ne F2 rs 


Pierre, Jacques, Louis, Henti que nous désignerons respectivement par P, J, L, H doivent 
voter par oui ou pâr non. Construire l'arbre des applications de E = {P, J, L, H} dans l'en 
semble F — {O, N} des réponses « oui », « non », Dénombrer les résultats de vote possibles. 

Si les quatre personnes précédentes doivent voter en donnant une et une seule des réponses : 
oui, non, abstention, dénombrer les résultats de vote possibles. 


34 


35 


346 


37 


38 


310 


3411 


342 


{1,2,3,4,5} 


GPDEEXEl|x=»} 
G={GNEEXE|x<y} 


a) Trouver le nombre d'éléments de E X E, le nombre de relations binaires de E vers E. 

b) Démontrer qu’une relation réflexive, dans E, est déterminée par la donnée d’une partie de 
E x E — À. En déduire le nombre de relations réflexives dans E. 

€) Démontrer qu'une relation symétrique, dans E, est déterminée par la donnée d’une partie de 
G. En déduire le nombre de relations symétriques dans E. 


Combien d'équipes de football peut-on constituer avec 16 personnes ? (une équipe est composée 
de 11 joueurs). 


Combien de mots (assemblages de lettres placées les unes à côté des autres sans qu'ils aient 
nécessairement une signification) peut-on former avec 3 lettres du mot ANDRÉ? Combien 
de mots de 3 lettres, commençant par l'une des 2 voyelles, existe-t-il? 


Une pièce doit passer par quatre machines A, B, C, D. Dénombrer les trajets possibles dans 
l'un des cas suivants : 

a) l'ordre de passage est indifférent. 

b) la pièce doit passer d’abord par A. 

<) la pièce doit passer en B avant C et D. 


Huit convives sont invités à s'asseoir autour d’une table où huit sièges sont prévus. Combien 
y a-t-il de dispositions possibles distinctes de ces huit personnes occupant chacune un siège ? 


On considère un groupe de 7 personnes et un ensemble de 7 cartes. On veut distribuer au 
hasard une carte à chaque membre de ce groupe. Combien y a-t-il de distributions possibles 
distinctes ? 

Même question avec un groupe de 4 personnes et un jeu de 32 cartes quand on distribue au 
hasard 8 cartes à chaque joueur (réponse : Cha Chi Cf)" 


Quatre joueurs veulent jouer aux dominos, chacun recevant sept dominos au hasard. Combien 
y a-t-il de distributions possibles distinctes ? (réponse : Cjs Ch Ci). 


Calculer le nombre de segments, de triangles que l'on peut former avec n points distincts (on 
suppose que trois quelconques de ces points ne sont pas alignés, que chaque segment a ses 
deux extrémités distinctes et que chaque triangle a ses trois sommets distincts). 


Une assemblée de 16 personnes veut désigner une délégation de 3 personnes parmi ses membres. 
Dénombrer les délégations possibles. 


Quinze chevaux sont au départ d’une course. Dénombrer les tiercés possibles dans le désordre 
(on suppose qu'il n’y a pas d'ex-æquo). 


De combien de manières peut-on choisir, dans un jeu de 32 cartes, 5 cartes contenant : 
a) exactement 1 roi? 

b) Au moins 1 roi? 

€) Exactement 1 roi et 2 dames ? 

d) Exactement 1 roi, 1 dame et 2 valets? 


On dispose d’un jeu de 52 cartes ordinaires. Combien de « mains » différentes de 13 cartes 
peut-on constituer dans les cas suivants : 

a) Elles contiennent les quatre as. 

b) Elles contiennent exactement un as. 
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3.16 


317 


318 


3.19 


3.20 


321 


c) Elles contiennent au moins un as. 

d) Elles contiennent l'as de pique et cinq trèfles exactement. 

e) Elles contiennent l'as de pique et au moins deux trèfles. 

) Elles contiennent exactement six cartes d’une couleur, quatre d’une autre, deux d'une autre, 
une d'une autre. 


Résoudre dans [N les équations suivantes : 
uk —— +s 


\phtGS he em 


On jette trois dés. Dans les 5 premières questions on suppose que des résultats tels que, par 
exemple, 143 où 431 ou 314 sont différents (i en est ainsi si les trois dès sont de couleurs diffé- 
rentes ou encore si l’on jette un dé, puis un autre, puis le troisième). 

a) Dénombrer tous les résultats possibles. 

5) Dénombrer les résultats comportant un seul 4, 

€) Dénombrer les résultats comportant exactement deux 4. 

d) Dénombrer les résultats ne comportant aucun 4. 

€) Dénombrer les résultats formés de trois chiffres différents. 

1) Comment sont modifiées les réponses précédentes si l'on suppose que des résultats tels que, 
par exemple, 143 ou 431 ou 314 sont identiques (il en est ainsi par exemple si l'on adopte 
comme résultat le plus grand total qui est, sur l'exemple donné, 431). 


Dénombrer les applications surjectives de E = {a, az, 3, a} sur F = {b,, b,}. 


Dénombrer les applications non surjectives d'un ensemble de n éléments dans lui-même. 


Sujets d'étude 


Soit l'ensemble (a, @, .….., day bus bas «bg » 
a) Dénombrer les permutations de cet ensemble. 
5) En déduire le nombre de mots de » lettres contenant exactement « lettres a, B lettres b, …, 
A lettres 2 (œ + B+ += n) 

(On remarquera, par exemple, que si l'on dispose de trois lettres a et de deux lettres b, le 


mot abaab peut provenir de &ibiasasb, où de ab,aab, ou de a bah, … auxquels on a 
enlevé les indices). 


<) Dénombrer les numéros de téléphone de 7 chiffres contenant exactement deux fois le chiffre 
2, une fois le chiffre 3, une fois le chiffre 4, trois fois le chiffre 5. 


,h}@+B+...+a=n). 


On donne dans le plan n droites sécantes deux à deux, trois quelconques d'entre elles n'étant 
pas concourantes. 

a) Calculer le nombre äe points d'intersection de ces droites et le nombre de triangles qu'elles 
déterminent, 

b) On se propose de calculer le nombre de régions du plan qu'elles déterminent, ces régions 
étant des ensembles de points disjoints deux à deux, 

1) Soit 4, le nombre de régions déterminées par p droites (1 < p< n — 
la (p + 1) droite, de combien d'unités le nombre de régions augmente: 
relation entre 4, et #13. 

2) Écrire toutes les relations obtenues de p = 1 à p=m"— 1. En déduire que : 


Mm=1+(4+2+...+n) 


Quand on trace 
? En déduire la 


3.2 


3) Soit à calculer : 


S=1+2+..+n 
que l'on peut écrire : 


S=nt@-D+...+1 
en additionnant membre à membre ces deux égalités et en associant chaque fois les termes qui 
sont l’un au-dessus de l’autre, calculer S. 

En déduire #,. 
€) Vérifier les résultats trouvés en faisant des figures pour n — 3 et pour n 


4. 


(an + bn), Gus Ggs » + +» Ans Pas bas + ++ bn 


a) Lorsqu'on effectue le produit (a, + b;) (a + b;) 
, on obtient une somme de termes de la 


étant des éléments quelconques d’un anneau commutatil 
forme : 


G = Gabsbs +. nb 
obtenus en prenant soit a, soit b, dans la première parenthèse, soit a, soit b, dans la deuxième 
parenthèse, .…, soit a, soit b, dans la nm parenthèse. 
Combien y a-t-il de termes analogues à & dans lesquels figurent p fois la lettre a (et par consé- 
quent n — p fois la lettre b), p étant un entier tel que 0 < p& n? - 
5) En faisant a, = à, =... = 49 = 4, bi = b, b, = b et en faisant varier l'entier p 
de 0 à n, en dédüire le développement de (a + b)" (formule du binôme de Newton). 
©) En donnant à a et b des valeurs réelles simples, dans la formule précédente, calculer 
les sommes : 


+ + C++ Con + C3 
é'atat + C1 + «+ IG 


+201 +210 +. + 27 Cr + … + 27 Cs 
d) Calculer les sommes : 
œ+ + ct+ 
le dernier terne étant C3 ou Cx-1 suivant que n est pair où impair ; 


C++ CH 
le dernier terme étant C3-1 ou C3 suivant que n est pair ou impair. 


= 
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Fonction numérique 
d’une variable réelle : Continuité et limites 


Dans ce chapitre nous commençons par rappeler les propriétés de la relation d'ordre 
x < y dans R. 

Une série d'exemples et de contre-exemples nous permet de dégager la notion de 
continuité en x, pour les fonctions numériques dont l'ensemble de définition contient 
un intervalle ouvert non vide de centre xs. 

Ensuite une fonction f définie sur un intervalle ouvert de centre x, sauf peut-être en 
Xw étant donnée, la limite ! de f en xs, si elle existe, est définie comme valeur qu'il 
faudrait donner à la fonction en x, pour obtenir une nouvelle fonction qui, elle, serait 
continue en Xy. 

Le chapitre se termine par l'énoncé des théorèmes sur les limites et par les exten- 
sions diverses de la notion de limite. 


4.1 PROPRIÉTÉS DE LA RELATION x < y DANS R. (RAPPELS) —— 
a) Relation x < y dans R. 


Nous savons que la relation x < y est une relation d'ordre dans [R, nous avons en effet 
quels que soient x, y, z de ÎR, 


Œ<y et y <x) <> (x=)), 
Sy et py<r7) —> (x<2) 


De plus quels que soient x et y de IR on a x < y ou y < x : la relation considérée est 
donc une relation d'ordre total. 

La relation y < x réciproque de la relation x < y est une relation d'ordre notée x > y; 
on a donc quels que soient x et y de IR : 


6 X>ZY <— Y<x. 
La relation x < y (resp. x > y) se lit « x est inférieur (resp. supérieur) ou égal à y » où 
encore « x est inférieur (resp. supérieur) à y au sens large » ou le plus souvent : 
«x est inférieur (resp. supérieur) à y ». 
D'autre part nous savons que (R, +, X) est un corps commutatif. 


EXEROICE 


Rappeler les neuf propriétés fondamentales de (IR, +, X) (axiomes de la structure 
de corps commutatif). 


De plus il existe deux propriétés qui « relient » l'addition et la multiplication dans R 
à la relation d'ordre total dans IR. Quels que soient x, y, z de R on a : 

(OA) GI => G+z<y+2), 

(OM) O<xet0<y) => (0< xy); 


on exprime ces propriétés en disant que la relation d'ordre x < y est compatible respec- 


tivement avec l'addition et la multiplication dans R. On dit encore que (IR, +, X, <) 
est un corps totalement ordonné. 

Enfin la relation (x < yet x À y) se note x < y qui se lit « x est strictement inférieur à y » 
ou « y est strictement supérieur à x ». 

Étant donné deux ou plusieurs nombres réels x,, x», .…, x, le plus petit et le plus grand 
de ces nombres sont respectivement représentés par les symboles 


nf (ne gs ee Xn) SUP Gps Xp 2220 Xn). 


Ainsi 


a< bon a : 
inf (a, b) = a, sup (a, b) = b. 


Il résulte de ces définitions que l'on a : 
1x1= sup @, — »). 


Rappelons que quels que soient x, y, z, de IR on a : 


1xl <— x=0, 
lxyl=txllyl 
Lx+yl<lxl+lyl 


b) Intervalles. 

Rappelons les notations suivantes (a < b) : 
1 (ab]={(xeR|a<x<b} (intervalle fermé ou segment) 
2. Ja b={xeR|a<x<b} (intervalle ouvert) 
3. fa b= &œeRla<x<b} 
4. J,b]={xeRla<x<b}, 
5. 
6. 


teRla< x} 
xeRla<x} 
eRI|x<a}, 
xERIx< a}. 


Pour les quatre dernières notations, les symboles + oo (plus 
l'infini) ne désignent pas des nombres réels; ils n’ont d'autre si 
mettre l'extension d’une écriture commode. Ainsi on peut écrire aussi 


R=]- ®,+ of. 


ni) et — oc (moins 
ation que de per- 


Il existe des bijections de IR sur toute droite, aussi il nous arrivera d'employer pour IR 
un langage géométrique : Au lieu de dire « soit le nombre réel xy » nous dirons « soit 
le point x, ». Ainsi l'intervalle fermé [a, 6] sera souvent appelé segment d'extrémités 
aetb. | 
De même [a, + cf ou ]— co, a] sont appelées demi-droites fermées et Ja, + œ[ où 
1- co, al, demi-droites ouvertes. 


©) Intervalles centrés; intervalles pointés, 
Nous aurons souvent à considérer des intervalles de la forme 
ro hxo+ AL avec h>0; | 


d’un intervalle ouvert, non vide (car x5 — 4 xo +); de plus on a 
Ga D + (se + 
Ca 2 


» nous dirons que x, est SOn centre. 
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4. 2 PREMIERS EXEMPLES 
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Dans ce chapitre chaque fois que nous dirons : 1 est un infervalle de centre x4, il s'agira 
d’un intervalle ouvert, non vide de centre xo. 
Nous aurons également à considérer des parties de IR de la forme 


Bo — He xo+ A— (x) avec h>0; 


nous appellerons une telle partie un intervalle pointé de centre x, : c’est donc l’ensemble 
des points d’un intervalle ouvert, non vide, de centre x, et dont on a retiré le centre. 
On peut encore noter un tel intervalle pointé }xy — 4, xol U 1x, Xo + Al. 
Notons que quels que soient les nombres réels x, x, de [R et 4 de R* on a 

1 x < 4x9 — NX € 20 À he x € rs — he 9 + A 
et 


= h 
O<|x— x <h<—> fee ST xx 4x0 + M {3 


I. Continuité en un point. Limite en un point | 


Exemple 1. Soit la fonction affine : f': x + 2 x + 1 définie sur [R. 
On sait que sa représentation graphique est une droite (figure 1). 


Étudions f (x) pour x « voisin » de 1, par exemple; on a (1) — 3. La figure nous montre 
que f(x) sera aussi « voisin » de (1) — 3 que l’on voudra, si l'on choisit x suffisamment 
« voisin » de 1. Plus précisément on aura, par exemple, 


IG —SI<10%si12x+ 1 —3| <10% 


ÿ 1073 
ou encore si | x — 1| << —— 


2 


On peut écrire pour tout x de IR 
10 
1x-11< 5 1/@ — D] < 10%. 


On aurait de même pour tout x de R 


Ix—11< 1700 — sw] < 104 


Interprétons la première implication en posant 
= j: : Ia 1+ El = }f4) — 10, F(0) + 10-% 


nous avons 


xEI — fe] 


Nous nous sommes donné l'intervalle J de centre f (1) et nous avons trouvé un intervalle I 
tel que 

fOcx. 
1x[ définie sur R, 
si x 2>0 f(x 
si x <0 = — x. 


Exemple 2. Soit la fonction f: x" 


La représentation graphique de / (figure 2) est la réunion de deux demi-droites fermées 
d’origine 0. Là encore la figure nous montre que f(x) sera aussi « voisin » de f (0) = 0 
que l’on voudra si l’on choisit x suffisamment « voisin » de 0. Plus précisément puisque 
SG) = | x |, on peut écrire pour tout x réel 

xl 10 —> 1 | FO) 1 < 10% 


ou encore par analogie avec l'exemple précédent : 


«@ Ix—01<108 —> | f(x —fO] <107; 
de même 
Ix—01<104 > |f(@)— SI < 10%, 
EXERCICE 
1. Interpréter l'implication (1) à l’aide d’un intervalle de centre f (0) et d’un intervalle 
de centre 0. 
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Considérons la fonction numérique f, définie pour tout x de IR* par f, (x) = E ona 


si x>0 AG 
si x<0 A 


La fonction f, n’est pas définie pour 0, nous remarquons d’ailleurs que f, est la restriction 
de fa R*. 
La représentation graphique de f, est la réunion des deux demi-droites ouvertes d'origine 0 
de la figure 2. La fonction f, n'est pas définie pour x — 0, on peut cependant écrire 
@ O<Ix—0| <10® > | 01 <10% 
de même 

O<|x—0|<10 > | f(x) — 0] < 104 


autrement dit f, (x) peut être aussi « voisin » de O que l'on veut si l'on choisit x suffi- 
samment « voisin » de 0, sans que x soit égal à 0. Observons que dans (1) on a écrit 
1x — 01 < 10 alors que dans (2) on à écrit 0 Z | x — 0] < 10-$. Dans (1) on a écrit 
17 — SO] < 107 alors que dans (2) on a écrit | fo (x) — 0 | < 10%. 


Exemple 3, Si x est un nombre réel quelconque, il existe un entier relatif m tel que 
n < x < n + 1. Cet entier relatif s'appelle la partie entière de x que nous désigne- 
rons par E (x). 


Soit la fonction f : x + E (x) définie sur [R et appelée fonction partie entière, on a 
par exemple 
si —1<x<0 EG@=—I, 
si O<x<1 E(x) 
si 1<x<2 E(x 
si 2<x<3 EG=2... 


La représentation graphique de f est la réunion de segments parallèles à x'x, les extré- 
mités de gauche de ces segments (représentées par un gros point sur la figure 3) font 
partie de la représentation graphique alors que les extrémités de droite n'en font pas 
partie. 


Quand x décrit IR en croissant, chaque fois que x passe une valeur entière, le point 
figuratif (x, / (x)) saute d’un segment au segment suivant, Prenons par exemple xo — 2 
et considérons les valeurs de x telles que | x — 2] < 1 nous aurons 
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si x<2 f(=I1, 
si 2<x f(x) =2. 


Pour tout intervalle ]J2 — 4,2 + A[= 1 avec 0 <h<1 on a f(I)— {1,2}, donc si 
nous nous donnons un intervalle J de centre (2) — 2, par exemple 


-ro-3re+ 3 


il est impossible de trouver un intervalle I de centre 2 tel que f (I) € J. 


2 5 
Exemple 4. Soit la fonction f': x i— EI définie sur R*, on a 
x 
si x>0 = EE = 2x +1, 
si x <0 fo= 2 ÈE ax 1, 


La représentation graphique de la fonction f'est la réunion de deux demi-droites ouvertes 
done à l'exclusion des points A et B que nous avons encerclés (figure 4). 


Nous remarquons encore que, quand x décrit R* le point figuratif « saute » d’une 
demi-droite à l'autre lorsque x franchit 0; pour x « voisin » de 0, f(x) est « voisin » 
de 1 où — 1 suivant que x > 0 ou x < 0. Par ailleurs n'oublions pas que n’est 
pas définie pour x — 0. Plus précisément pour tout x > 0 on a | f(x) — 1 | < 107 si 


12x+ 1—1]<10%, c’est-à-dire si x ES autrement dit on a pour tout x > 0 : 
107 
RS F9 — 11 < 10%, 
de même 
104 Lo 
RER en © 1fG) — 1] < 1074. 
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3) 


Pour tout x < 0 on a | f(x) —(— 1)| < 10-8 si | 2x — 1 + 1] < 10-%, c'est-à-dire 
3 
silx| < °° autrement dit on a pour tout x < 0 : 


10-3 
TZ <X<0 — |fX—-(—D|<10%, 


de même 
10-4 
= <x<0 — |) — (—1)] < 104. 


EXERCICE 
2. Quelle est l'image f(1') de l'intervalle pointé 
l'=]- 4, AL— {0} où À > 0? Étant donné l'intervalle J de centre 0 


3= }- 7 1 existe-t-il un intervalle pointé L’ de centre 0 tel que f(l') C 3? 


Nous avons étudié un certain nombre de situations de manière intuitive en considérant 
les représentations graphiques et en utilisant des expressions telles que « x est voisin de a», 
or le sens mathématique de telles expressions n'a pas été précisé. Nous allons maintenant 
donner dans les paragraphes suivants des définitions qui nous permettront de décrire de 
manière mathématique les situations rencontrées. 


FONCTION CONTINUE EN UN POINT 


Introduction. 


Dans l'exemple 1 du paragraphe précédent on s'est donné un nombre « > 0, 10-3, 104... 
et on a cherché x pour que l'on ait 


IG —S (I < e; 
-s 


pour «= 10 on a trouvé 6 = "9 > O tel que pour tout x de 


@ Ix—11<8 => |f@—/0I<e 


ou encore éfant donné un intervalle (ouvert, non vide) J de centre (1) on a trouvé un 
intervalle (ouvert, non vide) I de centre 1 tel que f (1) € J. 


ExEROICE 
1. Quel que soit x € R trouver BeIR, pour que la fonction x + 2x+ 1, 
étudiée au point x = 1, vérifie (1). 


On a trouvé un résultat analogue pour la fonction f : x + | x| de l'exemple 2, étu- 
diée au point 0. Nous dirons que ces fonctions sont continues au point étudié. 


Nous remarquons que ces fonctions sont définies pour le point x, étudié, mais aussi 
qu'il existe un intervalle de centre x, xo — 4, xo + A avec 4 > 0, contenu dans leur 
ensemble de définition. Dans la suite lorsque nous dirons f'est définie sur un intervalle 
de centre xQ cela signifiera que si D est son ensemble de définition il existe 4 >> 0 tel que 


Ko — h, xo+ AC D. 


Pour la fonction de l'exemple 3 qui est définie sur un intervalle de centre Xe = 2 nous 
ne pouvons pas toujours étant donné x > 0, trouver B > 0 tel que 


@ Ix—21<8 — 1fO—-/OI<e, 


quant aux autres fonctions étudiées au $ 4. 2 elles ne sont pas définies pour x. 
Nous allons donner une définition qui va nous permettre de caractériser la situation 
présentée par les fonctions 

xi—2x+1 aupointx= 1 


xi—1|x|  aupointx=0 


par rapport aux situations présentées par tous les autres cas étudiés. 


b) Définition de la continuité d’une fonction en un point. 


Définition. 
Une fonction f définie sur un intervalle de cents 
quel que soit l'intervalle J de centre f (xo) i 
1H cs 


XQ est continue en x, si et seulement si 
iste un intervalle | de centre x, tel que 


REMARQUE 
Rappelons que par intervalle de centre x, nous entendons intervalle ouvert, non 
vide de centre x, et par fonction définie sur un intervalle de centre x, une fonction 
dont l'ensemble de définition contient un intervalle ouvert non vide de centre x. 


Donc quel que soit J— ]/(x) — a, f(x) + af, c'est-à-dire quel que soit a € IR?, il 
existe 1— ro — P, xo+ BL, c'est-à-dire il existe BE IR, tel que f (1) © J; donc quel 
que soit x EI, on a (x) € J, cette situation est représentée à la figure 5. La propriété 
de continuité en un point peut donc s'écrire en utilisant des quantificateurs 


QLERNGBRERDEHxE Ho — 8x0 + 8D 17 —/Go < & 


La fonction f et le nombre x, étant donnés dans cet énoncé, les lettres a, &, x sont des 
lettres muettes. Notez bien l’ordre dans lequel sont écrits les quantificateurs. Notons 
aussi qué c'est « qui est donné arbitrairement alors que B est cherché et son existence 
est affirmée, la valeur trouvée dépend de x. 
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Ces exemples montrent la méthode employée pour avoir | f(x) — f(xg)| < x. Comme 
nous cherchons seulement une condition |x— x,|< 8 suffisante pour que l’on ait 
1F@ — f(xo)l < a, on peut, dans cette recherche, remplacer |/(x)—f(xo)l par un 
nombre plus grand, on dit que l’on majore | f(x) — f (x)|; alors si ce nombre est inférieur 
à « il en sera de même a fortiori de |f(x) — f(xç)l. Comme dans les deux exemples 
précédents on s'efforce de choisir convenablement 4 > 0 de manière qu'il existe k > 0 
tel que 


On peut aussi énoncer : 


La fonction f est continue en x, si et seulement si quel que soit « > O, il existe 8 > © 
tel que tout x réel on ait 


IX xI<8 > 11) —/ (x) <æ 


Comme nous l’avons fait pour les exemples 1 et 2 du $ 4. 2, c'est souvent sous cette forme 
que l’on démontre la continuité de f'en xg. LG — Fxo)l < 4 1x — xol 


REMARQUES pour avoir |{(x) — f(x) < «il suffira alors de prendre 8 = inf (s. à 
1. Les intervalles 1x — B, xo+ BL et 3 = fixe) —a, f(x) BE déterminent 


le parallélogramme (cotés exclus) 1 X J; comme f(1) € J, dès que | x — x9| < 8 
on est sûr que le point M (x,  (x)) appartient au parallélogramme 1 x J (fig. 5). 

2. Ayant trouvé B > 0, donc 1 = }xy — 8, x9 + BL tel que f(I) € J, si on prend B/ tel 
que 0 < B' < 8, l'intervalle L'= }x9— 8, xs + B'T vérifie encore (1) € J car EXEROIOES 
11 donc f(1') € (1) (voir cours de Seconde). Étant donné « > 0 la condition 
trouvée relative à x, soit | x — x9| < f, est donc une condition suffisante (et non pas 
une condition nécessaire et suffisante) pour que l'on ait | (x) — f(x4)| <a. 


Aux $ 4.9 et 4. 10 nous énoncerons des résultats qui nous permettrons de démontrer 
sans calculs la continuité de nombreuses fonctions. 


it la fonction f'qui associe à tout nombre réel x le nombre suivant, quand i existe : 

Lf@=1+x+ 1x]; construire la représentation graphique de f et montrer 
que f est continue au point x = © 0 

2. f@) = | x[+ lac 2; construire la représentation graphique de f et. montrer 

rs que J est continue aux points x = — 2etx=0. 

3. Q) = x x + 1; montrer que f' est continue au point x =< 1 (remarquer que 
A+ x—2=(x—1)(x+ 2) ; 

4. f(x) = x* + x + 2; montrer que f est continue au point x = 0 (remarquer que 
La xl <a + x let que si [x[< 1 on a «+ [x] <2 xl). 


1. Soit la fonction f:x 1— x? définie sur IR. Montrons qu'elle est continue pour 
9 = 2 par exemple; on a f(2) = 4. Donnons-nous arbitrairement un nombre 
réel & > 0; nous cherchons à avoir 


a) 1#—41<a 5. f(x) = x? — 5 x + 4; montrer que f'est continue au point x = 1 
Pour tout x on a | x — 4| = | x — 2| |x + 2]. 6. fQ)= 2 — 3x; a = 
Silx—2| <1ona — 1 < x — 2 < 1 ouencore VIE F 

3<x+2<5, 8. = ; 4 2 


donc pour x vérifiant | x — 2| < 1 on à 
1X#—4|=1x+21|x-2| <5|x—2i 
Donc pour avoir (1) il-suffit d'avoir 
Ix—21<1et 5|x— 2] <a; 


4. 4 FONCTION DISCONTINUE EN UN POINT 


Soit une fonction f définie sur un intervalle de centre x. On dit qu'elle est discontinue 
au point x4 ou qu'elle présente une discontinuité au point x, si elle n'est pas continue 
la fonction étudiée est continue au point 2. au point Xe. 


il suffit donc de prendre 8 = int (1,5) qui est bien un nombre réel strictement 
pos 
Soit la fonction /:x +— + définie sur, R*. Montrons qu'elle est continue 


» 


pour x, = 3 par exemple; on a f(3) = + Donnons-nous arbitrairement & > 0; 


F) 
nous cherchons à avoir 
1 1 
@ l2- il <e. 
Pour tout x réel on a 
1_1|L 1x3 
x 81" 3x 


Silx— 31 < 1, c'estä-dire — 1 < x— 3 < 1 ou encore 2 < x < 4, nous 
aurons donc 0 < À < à et par conséquent : 

L#=31 lx=3l 

HE) 6 
Pour avoir (2) il suffit donc d'avoir 


LENTEATE EN 


Il suffit donc de prendre 8 — inf (1,6) : la fonction f est continue pour x = 
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4. 5 FONCTION ADMETTANT UNE LIMITE EN UN POINT 


Reprenons par exemple la fonction f : x ———+ E (x) définie sur [R (cf. 8 4.2 exemple 3): 
elle est discontinue au point x, — 2. (On s’assurera qu'il en est de même pour toutes les 
valeurs entières de x). 
Choisissons « tel que 0 < « < 1. Quel que soit l'intervalle 1 = ]2 — 8, 2 + ff, (8 > 0), 
de centre x, = 2 il existe des nombres x de I tels que 

1f@) —f@| > «. 


En effet sur la représentation graphique (fig. 6) on voit que, quel que soit I, (1) comprend 
1 qui est extérieur à J—1]/(2) — «, f(2)+ of. Nous avons donc prouvé l'assertion 
suivante 

q) Axe RPDHBERD GER —82+68D | —/2I >, 


qui signifie que f'est discontinue au point x, = 2. 

Nous vérifions sur cet exemple que cette assertion est la négation de 

@ Nue RD QBERYDHxeR —6,24+6D |F@) — SO) < « 
qui exprime que f'est continue en x9 = 2. 

Observez bien la place des quantificateurs. 


EXEROICES 
1: Soient la fonction f'en escalier sur [1,4] définie par : 


si 1<x<2, 
si 2<x<3, 
si 3<x<4, 


et par SU) = 5, (2) = 2, G) = 0, = p 

Faire la représentation graphique de f. 

Étudier si f'est continue ou discontinue aux points 2, 3, 
2. Soit la fonction f : x 1—— x — E (x) définie sur R. 

Faire la représentation graphique de f. 

Quelles sont les discontinuités de f? 


REMARQUE 


Nous avons défini la continuité d'une fonction f'en x, en supposant qu'il existe 
h> 0 tel que Jxo — h, xy + AL soit contenu dans l'ensemble de définition D de f; 
la question de la continuité de ne peut donc:se poser que si f'est définie pour x,. 


Ainsi la fonction x 1 À est définie dans IR; quel que soit À > 0 elle est 


définie sur ]— 4, O[ et ]0, AL mais pas pour x = 
savoir si elle est continue ou discontinue pour 


0; par conséquent la question de 
— 0 ne se pose pas. 


a) Introduction. 
Exemple 1. Revenons aux deux fonctions f'et f, étudiées à l'exemple 2 du $ 4. 2 


fiR R  fA:R°——R 
2 
xe—|x| 2— 


La fonction f est continue pour x = 0. 


La fonction f, est définie sur tout intervalle pointé de centre 0, par exemple sur 
]— 4, AL — {0} (k >> 0), mais pas pour x, — 0. Nous avons cependant pour tout x de R 
O<|x—0|<108 —> | f(x — 0] < 10% 
O<Ix—0|<104 => | f(x) — 01 < 10% 


Si nous construisons la fonction g de la manière suivante 
ŒxeR* 80 = RG 
8% =0 


Nous obtenons une fonction continue au point © : la fonction g n'est autre que la fonc- 
tion f. Nous dirons que 0 est la lifhite de f, au point xo = 0. 


Exemple 2, Considérons la fonction f définie pour tout x de la manière suivante : 
x<3 fH=x+1 


x>3 f@=2(5— x) 
10)=2 


et dont la représentation graphique est donnée à la figure 7. 


Pour x « voisin » de 3 et x < 3, f prend des valeurs « voisines » de 4, pour x « voisin » 
de 3 et x > 3, prend aussi des valeurs voisines de 4, mais (3) — 2 < 4. D'une manière 
précise étant domé « >> 0, cherchons 6 > 0 tel que 


@) O<Ix—31<R => |) 41 <a 
Pour x < 3 nous devons avoir : 
IxH1—41=1x—31< 0, 
et pour x > 3 nous devons avoir : 
12(5—x)—41=16—2x|—=21x—3| <a, 
c'est-à-dire | x — 3| < 5; en prenant B= inf ( j = 5 nous aurons (1). 
Considérons la fonction g définie par 


UxER — (3) 
TE 


8@ =/@, 
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nous voyons que, « > 0 étant donné, il existe 8 > © ( =) tel que pour tout x on ait 
@ Ix—31<8 —> |8@—-gGi<e 

donc g est continue pour 3. 

En changeant convenablement uniquement la valeur de f au point 3 nous obtenons 


une fonction continue pour 3; nous dirons que la valeur convenable que nous avons 
pu choisir, soit 4, est la limite de f'au point 3. 


Exemple 3. Considérons la fonction f de l'exemple 4 du $ 4. 2 (fig. 4), définie sur R*. 


x<0 f@=2x—1, 


Ona x>0 fO=2x+1 


Nous avons vu que l'on a par exemple pour tout x de R* 
1073 
O<x<7 — | —1|<10%, 
1073 
7 <A<O0 — |fG—(— 11 < 10% 


Quel que soit le nombre & choisi la fonction g, définie par 


UWxeRY) 80 = 71%, 
8O=K, 


ne sera pas continue pour x,— 0 parce que, en considérant l'intervalle 1= ]— 8, 8 
(> 0), g D comprend des valeurs > 1 et des valeurs < — 1. Donc si on considère 
J=k—a,k+ af avec 0 < « <1 on à k+ « — (k — à) = 2 « < 2 et il est impos- 
sible que g (1) € J. Nous dirons que f n’a pas de limite au point 0. 


EXEROICE : 
1. On considère la fonction x :——+ E (x) (exemple 3 du $ 4. 2). Démontrer que g 


définie par 
AxeR—E) e@=E6@ 
8@ =. 


n'est pas continue pour x, = 2 quelle que soit la valeur 4 choisie. En déduire que 
la fonction x + E(x) n'a pas de limite pour x = 2, il en est d'ailleurs de 
même pour toutes les valeurs entières de x. 


b) Définition de la limite. 


ÆExplicitons la situation présentée dans les exemples 1 et 2 ci-dessus mais non présentée 
dans l'exemple 3 et l'exemple de l'exercice. 
Soit une fonction numérique f: D ++ R possédant en x, les deux propriétés sui- 
vantes : 
1. La fonction f'est définie sur un intervalle de centre xs, sauf peut-être en Xo, donc sur 
un intervalle pointé de centre xg. 
2. Il existe un nombre réel / tel que la fonction g, définie par 

MxXED— (x)  8@ =, 

8@ÿ =! 
soit continue en xs. 
On dit alors que la fonction fa une limite l au point xg. D'où : 


Une fonction définie sur un intervalle pointé de centre x, admet la limite / au point x, 
si et seulement si, quel que soit l'intervalle J de centre / il existe un intervalle pointé l' 
de centre x, tel que f (l') € J. 


Cette définition peut s'écrire à l’aide de quantificateurs 
Ha RD GBERD AXE Jxo — 8, Xo + BL — fx) ISO — 1] <a. 


On peut également dire f admet / pour limite au point x, si et seulement si étant donné 
« > 0 on peut trouver B => 0 tel que, quel que soit x réel on ait 


O<Ix—-xl<8 > [fH—I|< a 
On écrira 
limf= 1. 
” 


Lorsque fa une limite en x, on dit aussi que f'end vers ! lorsque la variable x tend vers X9 
et on utilise également les notations 

limf= /, Jim f@ = 1 

mes ES 


REMARQUES 


1. Observons bien cette définition et celle d'une fonction continue en un point. Nous 
avons écrit ici 0 < | x — xy | < Bau lieu de|x — xy| < Bet | f(x) — 1| < & au lieu 
de [f(x — f(x) | < B. Ici la valeur de f en xy n'intervient pas. D'où le résul- 
tat suivant : 

Soient deux fonctions f, et f, prenant les mêmes valeurs en tout point d'un intervalle 

pointé de centre x, où bien toutes deux définies en x, avec fi (x) %# fa (x,), ou bien 
l’une étant définie en x,, l'autre pas; si l’une de ces fonctions a une limite / en X9, 
autre a la même limite en xg. 

‘on emploie l'expression « f tend vers I, lorsque x tend vers x, » on ne peut disso- 

cier les deux affirmations « f'tend vers / », « lorsque x tend vers x, »; chacune de 

ces affirmations prises séparément n'a pas de signification, 


2 


©) Premières propriétés des limites. 


Montrons que si / admet une limite / au point x,, cette limite est unique. Supposons qu’au 
point x, une fonction fait deux limites distinctes / et /’, ! < l' pour fixer les idées. 
Choisissons «>> 0 de manière que les intervalles J!— a, /+- af et W' — «, l'+ af 


soient disjoints. Pour cela il suffit que {+ a < l'— « (estaire a< 5 
1 4 


a —— 
1=a Ita la l'+a 


Le nombre « étant ainsi choisi, il existe un nombre 8 strictement positif tel que : 
O<Ix—x0l < 8 —>> | f@) — 1] < « et il existe un nombre B' strictement positif 
tel que : O<|x— x0| <> | fG —l'| < «. Soit alors 6" = inf (B, 8’), pour 
tout x vérifiant 0 <{|x—x,|<f$" on aurait simultanément | f(x) —/| <a et 
1fG) — l'| < x c'est-à-dire encore 

l—a<f@<ite et l'=a<f@<l+a 


ce qui est impossible puisque les intervalles J!— a, /+ af et W' — «, l' + af sont dis- 
joints. Donc 
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SO 


Si f admet une limite au point x, cette limite est unique. 


Supposons que f'admette en x une limite / 7£ 0. Supposons par exemple / >> 0, choisis 
sons & tel que 0 < à < /, alors on a0 < 1 — a € 1+ a;ilexiste 8 > O tel que 


O<|x—x0<8 => 0</—-a<f( <l+ae 


c'est-à-dire 
O<Ix—xl<8 —> 1fD>0. 
EXEROICE 
2. Démontrer le même résultat pour / < 0. 
Concluons : 


Si en x, la fonction f admet une limite non nulle 1, il existe un intervalle pointé l' de 
centre x, tel que pour tout x de |’, f (x) et / soient de même signe. 


4. 6 CONTINUITÉ EN UN POINT ET LIMITE EN UN POINT 


4) Limite et continuité. 
Si f'est continue en x5, « > 0 étant donné il existe 8 = 0 tel que pour tout x 
[0] 1x xol <8 > 1/0 — fol < x. 
Si cette implication est vraie il en est de même a fortiori de l'implication 
@) OX xl <8 > F0) — SGD <e, 
donc pour une fonction continue en x, on a 


3 lim f = f (xo) 


Réciproquement si f est définie sur un intervalle de centre x9 (donc définie pour x4) et 
si f a pour limite /(x) en x4 on aura (2) et également (1) car pour: x = x, 
If — f(xo)| = 0. Concluons : 


Une fonction f est continue en x, si et seulement si elle a une limite en x, et si cette 
limite est f (x). 


Il en résulte donc du sous-paragraphe c) ci-dessus le résultat suivant : 


Si f est continue en x, et si / (x) # 0 il existe un intervalle | de centre x, tel que pour 
tout x de | les nombres f (x,) et / (x) soient de même signe. 


b) Prolongement d’une fonction par continuité. 
Soit f la fonction 
FDP: 


définie sur un intervalle pointé de centre x,, mais pas en x, et admettant une limite / 
en 5 


lim f= 1. 


en 


Considérons la fonction g 
£:D U {x 


définie par 
YxeD £@ 


cette fonction g est continue en x4 Car 
lim 8 = 8 (ko). 
LA 


La fonction g est un prolongement de f à D U {x}; on dit que g est le prolongement par 
continuité de f'en x9. 


EXEMPLES 


1. On a vu que la fonction f : x »— définie sur R* a une limite, qui est 0, 


au point x = 0. Pour x # 0, f(x) = | x |; la fonction f : x ++ | x| définie 
sur R est le prolongement par continuité de la fonction /, en 0 puisque 


SCO) = lim f, = lim f=0. 
m0 0 0 
26 
= 


» 


Soit la fonction f : x —+ définie sur IR — {1}. Cherchons sa 


limite si elle existe, au point x = 1. 
En remarquant que 2 x? — x — 1 = (x — 1) (2 x + 1), on peut écrire lorsque x # 1 : 
f@=2x+1 et limf@=lim@x+ 1) 
ES 2 


Montrons que 
lim (2x + 1) =3 
Et 


Donnons-nous «> 0 et cherchons x tel que [2x + 1— 3| <a, c'est-à-dire 


21x— 1] < a; on trouve donc 8 = Ÿ tel que pour tout x : 


3 
O<Ix—11<8 > [2x+1—3|<0 


Donc la fonction g, définie pour tout x par 
six£#l 8@M=fH=2x+1, 


et ge) = 3, 
est telle que 
limg = £(1) 
elle est continue pour x = 1 ; c’est le prolongement par continuité de f'en x = 1. 
exencIoES 
Soit la fonction f qui associe à tout nombre réel x le nombre suivant, quand il 
existe : 
Lo = 5 » calculer lim f et trouver le prolongement de f par continuité en a, 
2.fG)= rs calculer lim f'et trouver le prolongement de f par conti- 
— Écr) 
ee 
nuité en 2 
3. FX) = x + 3x 


= calculer lim _f(on posera x — — 1 + 4) et trouver 
+ ai 


le prolongement de f par continuité en — 1. 
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OO 
a) Limite à gauche, limite à droite. 


Reprenons l'exemple 4 du $ 4. 2; soit f la fonction définie sur R*. 


fêa— +0 
si x>0 f(x 27 
si x<0 f@=2x— 1. 


La représentation graphique de f est la réunion de deux demi-droites ouvertes (fig. 4). 
Le comportement de f'est différent suivant que x est « voisin » de 0 avec x < 0 ou que x 
est « voisin » de O avec x > O et cela se traduit par un « saut » du point (x, f(x). De plus 
ici f n'est pas définie pour x — 0. Nous avons vu que : 
10- 
PRES Er —+ |f@ — 1] <10, 


107 
Ce St Ar fran Gi 4,52 dt DS Le 


On dit que f'a pour li 
droite. ‘ 

| Nous avons de même pour x < 0 

| 10- 


| ET <2—0<0 => If — (— D] < 10, 


1 à droite au point 0 ou que f tend vers 1 quand x tend vers 0 à 


10-4 
TT SX Om [FD — CD |< 104, 


On dit, dans ce cas, que fa pour limite — 1 à gauche au point 0, ou que f'tend vers — 1 
quand x tend vers 0 à gauche. 


Dans l'exemple précédent il existe 4 > 0 tel que / soit définie sur x, xe + Af; nous 
dirons que f'est définie à droite de x9. 

De même la fonction f'est définie sur 1x9 — 4, xol (4 > 0); nous dirons que 'est définie 
à gauche de Xy. 


D'une manière générale nous énoncerons : 


CAR og = tonte 272 2 et 
On dit qu'une fonction f définie à droite de x, a une limite / à droïte au point x, ou 
que / tend vers / quand x tend vers x, à droi lement si, quel que soit le nombre 
réel strictement positif x, il est possible de trouver un nombre réel strictement positif B 
tel que pour tout nombre réel x on ait 


OX x <B —> |f(x) —/|<a 


Avec les symboles usuels l'existence d’une limite / à droite de Xo S'écrit : 
Hue RD GBE RNxE ro Xo + BD |/GD — 1] < & 
On emploie l’un des symboles suivants : 
limf—4,  limf@ 
aaro 


2240 
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De même f, définie à gauche de x, a une limite / à gauche au point xQ si et seulement si 
on a : 
Use RHGBERIDAxE Jo — B xD 1 — 11 <a, 
on emploie l’un des symboles suivants : 
lim f—/, lim fG) 
220 eve 0 


REMARQUES 


1. On démontre que cette limite à droite (ou à gauche), quand elle existe, est 
unique (dans le raisonnement fait au $ 4. 5c sur lunicité de la limite, remplacer 
0<x— x0| < B par 0 < x — xy < Bou par — 8 < x — x < 0). 

2. Pour qu'une fonction admette une limite en un point il faut et il suffit qu'elle 
admette en ce point des limites à droite et à gauche égales. 


exenoIcE 
1. Soit f : x =— VE TX aéñnie sur FR = {}. 


Chercher les limites à droite et à gauche pour x = 1. 


b) Continuité à gauche, continuité à droite. 


Reprenons l'exemple 3 du $ 4, 2. Soit la fonction définie sur [R : 
Six —— EX 

1<x<2 EG=l, 

si 2<x<3 E(=2 


Ici le comportement de f'est différent suivant que x est « voisin » de 2 avec x > 2 ou 
que x est « voisin » de 2 avec x < 2 et cela se traduit par un « saut » du point (x, (x)) 
dans la représentation graphique (fig. 3). 
On peut écrire pour tout nombre réel x : 

O<x—2<1 => f(x) =/f0) 


ou encore, x étant un nombre réel strictement positif donné à l'avance : 
O<x—2<1 => |[fH—f@I<e 
nous avons donc 
lim f(x) =/0) 
2240 


nous dirons que f'est continue à droite pour x — 2. D'une manière générale 


Définitions. 


On dit qu'une fonction f définie en x, et à droite de x, est continue à droite en x, si et 
seulement si 


lim £= f (x): 
ente 


de même / définie pour x, et à gauche de x, est continue à gauche en x, si et seule 
ment si 
im £= f (x). 
Eur 
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REMARQUE 
3. Il résulte de ces deux définitions que pour qu'une fonction soit continue au point xg 
il faut et il suffit qu’elle soit continue à droite et à gauche au point x3. 
EXEROICES 


2. Écrire que f'est continue à droite (resp. à gauche) pour x, en utilisant des quantifi- 
cateurs. 

3. Écrire que f est continue à droite (resp. à gauche) en utilisant les intervalles 
J = 1x0) — &, f(x) + al et 1 =[ xo xo+ 8 (resp. 1 — Jxo — B, xol) avec æ > 0 


eæfpB<0. 
4. Démontrer que f définie pour tout x < 1 par f(x) = 4/1 — x est continue à gauche 
au point 1. 


<) Continuité sur un intervalle. 
Soit I l’un des intervalles de la forme 
Ja, DE, Ja, + of, ]— co, af, IR = ]— co, + of, 
on dit que f'est continue sur I si et seulement si f'est continue pour tout point x de I. 
Soit l'intervalle fermé ou segment 
S= {ab (a <b) 
on dit que f'est continue sur l'intervalle fermé S si et seulement si : 


est continue pour tout x tel que a < x < b. 
2. f'est continue à droite pour x = a. 
3. est continue à gauche pour x = b. 


EXEROICE 
5. Donner la définition d'une fonction continue sur [a, + oo[ puis sur ]— co. a]. 


4,8 LNLEXEROLOR, RÉSQUL, TT 


Considérons la fonction numérique / définie sur [— 1, + 1] de la manière suivante : 
1. Pour tout entier naturel non nul n 


1) 


1() = 1 sinest impair. 


0 sinest pair, 


2. Pour tout entier naturel non nul n, [ coincide sur [ + :l avec une fonction affine 
nm Ta 
(c'est-à-dire f(x) = a x + b). 
3. La fonction f'est paire sur [— 1, + 1] (c'est-à-dire que pour tout x de 1, + Ion 
a ff). 
4. Enfin f (0) = 0. 
11 est impossible de dessiner toute la représentation graphique de la fonction f: 


cependant la figure 8 donne une idée de cette représentation graphique. Remarquons 
que, quel que soit x de [— 1, + IJona 


0<fH< I. 
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» 
fig.8 


Étudions la fonction f au point x = 0; on a f(0) = 0. Soit Lun intervalle ]— h, A [ 
où 0 < # < 1. On peut trouver un entier naturel p tel que 


il suffit de prendre 2p — 1 > |, c'est-à-dire p >3 R+ 1): par.exemple si h= 10-3, 


h 
il suffit de prendre p > 501. On aura donc 
1 1 


5<F=i<" 


| J coïncide avec une fonction affine strictement croissante de 


1) pe oar(— 1) = 1 (fig. 8) on a donc 


Arles 


Orona 
al ein 
donc 
ant ere 


Comme, pour tout x de [— 1,+ 1], f(x) appartient à [0, 1] il en résulte que 
f € (0, 1], donc 

f@= 10,11, 
et ceci quel que soit l'intervalle 1 = ]— 4, AL(O < 4 < 1) choisi; il en résulte 
que f n'est pas continue au point 0, car quel que soit J = ]— «, «f(x > 0) on ne 


1 
pourra pas trouver I tel que f (1) € 3, il suffit, par exemple, de prendre & = 5 


Cet exemple plus délicat que ceux que nous avons rencontrés jusqu'à présent nous 
permet de comprendre mieux plusieurs choses. 

D'abord on ne peut pas dire que, lorsque x traverse 0 en croissant, f(x) « saute » 
d’une valeur à une autre; lorsque x tend vers zéro la fonction oscille une infinité 
de fois entre 0 et 1. Il en résulte que f n'a pas de limite lorsque x tend vers zéro. 
Donc si nous prenions une fonction g coïncidant avec f sur [— 1, + 1]— {0} 
et prenant la valeur k (0 < k< 1) pour x — 0, quel que soit k ainsi choisi, g n'a 
pas de limite au point O et donc n'est pas continue pour x — 0. Nous voyons ainsi 
que la notion intuitive de « saut » n’est pas aussi simple qu'elle peut paraître au 
premier abord. 

D'autre part quel que soit le nombre réel à, tel que 0 < À < 1, dans tout intervalle 
1 h, hi avec 0 < h < 1, il existe des valeurs de x telles que f(x) = à. 
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axanoios 
Trouver les fonctions affines qui coïncident avec f respectivement sur 
1 \] 1 
Br ] cu br Dl 
En déduire les valeurs x, et x, telles que 
1 
EL Eu JG)=X C<I<D, 


1 " 
T1 <<% SGD=X O<A<1). 


I en résulte que si x varie en croissant de — Là 
: ? 2p 2p+ 

valeurs comprises entre 1 3) 00 1) = 1. La fonction f étudiée est 

définie sur [- z 


f prend toutes les 


1 1 
a: <lle prend toute valeur entre 7 (- z) = da 


1 à CN 
etes lle n° à PL EN ENTER 
1 + 1) mais elle n'est pas continue sur [ FT 1] puisqu'elle 
n'est pas continue pour x = 0. 


IT. Opérations sur les limites et sur les fonctions 
continues en un point. 


Nous avons défini ($ 2.5) l'addition et la multiplication des fonctions numériques 
ainsi que la multiplication d'une fonction numérique par un nombre réel. 

Soient des fonctions numériques d'une variable réelle ayant une limite en un point X9 
ou étant continues en x9. Nous allons étudier la limite ou la continuité des fonctions 
obtenues par les opérations précédentes. 


1 
Nous considérons ensuite le cas des fonctions à er£s après avoir étudié la possibilité 
de leur définition. 


4.9 SOMME ET PRODUIT DE FONCTIONS AYANT UNE 
CONTINUES EN x, RNurs OÙ 


Conformément au programme nous admettrons les résultats suivants. 


Théorème. 
Étant donné deux fonctions f et g ayant chacune une limite en x, et un nombre 
réel ?, les fonctions f + g, M, fg ont une limite en x, et on a 

Jim (LH 9) = lim f + lim 9, 


Fm Of) = dim #), 


Tim (/g) = (lim /) (lim 9). 
pes CR 


Si les fonctions et g sont continues en xQ on a (cf. $ 4. 6 a) 
lim (f + 8)= Go) + 8 Go), lim GP) = 2 / (ro), lim f£ = f Go) 8 (kw) 
Ex ae 


sn 
Nous pouvons donc énoncer : 


Corollaire. 


Étant données deux fonctions f et g continues en x, et un nombre réel À les fonctions 
f+g M, fg 


sont continues en Xo. 


Pour les lecteurs que cela intéresse nous donnons la démonstration des résultats du théorème 
ci-dessus concernant f+ & et »f. La démonstration relative à fg vous sera proposée à 
l'exercice n° 4.18. 
Soïent deux fonctions f'et g définies sur Ja, B[ sauf peut-être en x de Ja, b[ et ayant 
respectivement pour limite Jet J' au point x. La fonction 
f+gix ee (+8 = 10 +80 


est définie sur Ja, B{ sauf peut-être en x,, admet-elle pour limite { + l'en x? 
Pour tout x > 0 cherchons à avoir 


to) LG + 8) — 11) < a 
quel que soit x réel on a 

LG + 8) — 1 = 1 OD — L+ 8 ISO — A+ le D — Ps 
pour avoir (1) il suffit que |/(x) — 1] < $ et que [£ (x) — l'| < 5 ce qui est possible 
puisque, fayant une limite /en x, on a : 

GBeRPUxER) O<x— ml < 8 => 10) — 1 < $; 

# ayant une limite J' en xs, de même 

Ge RDAxeR), O<fx—xi<e" => [#60 F1 < 
donc en prenant 8 = inf (8’, 8") nous aurons quel que soit x réel : 

O< x — x <B => [F0 + 809 — 11 <a 
Nous pouvons donc écrire : 
HE 8) = ju + LE 


Soit une fonction f définie sur a b[ sauf ee en Xo se Ja, bf et ayant une limite / 
en x9. Soit un nombre réel donné à, la fonction 

MEX + OP) QD = MG) 
est définie sur Ja, b[ sauf peut-être en xy de Ja, bI, admet-elle pour limite M au 


point x9? 

Pour tout x > 0 cherchons à avoir 

@ PC = NI < a. 
Quel que soit x réel on a : 


1) — A1 = AG — 0 = AIS@ — 115 


si à 0, pour avoir (2) il suffit que | f(x) — 1| < gl ce qui est possible puisque f 


ayant une limite / en xQ on à : 


GBERYDHxER) 0<Ix-xl<8 => fO-IU<S ni 
si = 0, on a (2) pour tout x de Ja, I, sauf peut-être en x9, puisque f(x) — M = 0. 
Nous pouvons donc écrire 


lim GŸ) = à lim f. 
Es .. 


REMARQUES 
1: Nous admettrons que les résultats précédents s'étendent aux limites à gauche et aux 
limites à droite. 
2. On démontre que les résultats relatifs à la somme et au produit s'étendent à la somme 
et au produit d’un nombre fini de fonctions. 
En particulier si n est un entier > 1 on aura 


Fee So. 
arr 
EXERCICE 
Soit D un intervalle ouvert. Considérons l'ensemble des fonctions numériques 


continues sur D; cet ensemble, que nous noterons © (D, IR), est une partie de 
F (D, R) (cf. $ 2. 5). Démontrer les résultats suivants : Re 


a) (C (D, R), +) est un groupe commutatif. Que peut-on di jé 
RARE ARE Que peut-on dire de ce groupe rela: 


B) (C (D, IR), +, e) est un espace vectoriel sur IR. 
<) (CD, R), +, X) est un anneau commutatif unitaire. 


4. 10 INVERSE D’'UNE FONCTION AYANT 
MN APT Men UNE LIMITE NON NULLE 


Soit # une fonction numérique définie sur une partie D de IR ; pour qu’il existe une fonc- 
tion #1 : D +—+ IR, telle que 


UxeD) 80 8 @ = 


il faut et il suffit que 
WxeD) g( 0; 


nous représenterons cette fonction g par le symbole F 


Par extension si g (x) 7 O seulement sur D’ € D nous noterons encore L la fonction 
définie sur D’ telle que < 


@xe D () +0 D 


Soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide de centre x, sauf peut-être 
en x, et admettant une limite {, non nulle, en xy 


lim g () = 134 0. 
ea 


Nous avons vu au $ 4. 5 c qu’il existe 4 > O tel que pour tout x de 
L'= Xo — hi, Xo + A — {xo} 


onait g(x)/>0, donc g(x)0. On pourra donc définir 1 sur 1’. 
£ 


Conformément au programme, nous admettrons le résultat suivant dont la démonstration 
vous sera proposée à l'exercice n° 4.18. 


Théorème. 
nr Ce 
Étant donné une fonction g ayant une limite non nulle en x, la fonction © a une limite 


en xç et on a 


Soit 'une autre fonction ayant une limite en x9, on a par définition 


FF 


1 
fx 


la troisième partie du théorème du $ 4.9 nous permet d'énoncer : 


Corollaire 1. 
Étant données deux fonctions / et g ayant chacune une limi 


n Xe. la limite de g étant 


non nulle, la fonction 1 a une limite en x, et on a 


D'autre part si f'et g sont continues en xy et si #(xs) #0 Jet g ont chacune une 
limite en xo. / (9) et g (xs) 0 d'où 


Corollaire 2. 


Si f'et g sont deux fonctions continues en x, et si g (x) x 0 alors À et ÿ sont des 


fonctions continues en x. 


REMARQUE 
Nous avons supposé que f'et g avaient des limites en x4 ou étaient continues en x. 
Si l'on suppose maintenant que f'et g ont, toutes deux, des limites à droite en x ou, 
toutes deux, des limites à gauche en x, où sont, toutes deux, continues à droite 
en xe ou, toutes deux, continues à gauche en x, On trouvera des résultats analogues 
aux précédents, à condition que la limite à gauche, ou la limite à droite en x9 de la 
fonction g soient des nombres non nuls. 


4.11 APPLICATIONS DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS 


a) Continuité. 


Toute fonction constante : x » à (à réel donné) et la fonction identique x — x 
définies sur R sont des fonctions continues en tout point de IR (on appliquera, pour le 
démontrer, la définition de la continuité en un point). Toute fonction déduite de ces deux 
fonctions par un nombre fini d'additions et de multiplications sera alors continue en 
tout point de [R. Ainsi 


la fonction linéaire : x ——— ax, 
la fonction affine : x 1——— ax + b, 
la fonction trinôme : x 1— ax? + bx + c, 


sont des fonctions continues en tout point de IR. 
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D'une façon générale quel que soit n entier strictement positif la fonction x + x" 
est continue pour tout x, d'où : 
PNG NE nn 
Toute fonction polynôme 
Ke Bu NT ce à 8x + 20 
est une fonction continue quel que soit x de IR. 
SR RE LT 


Soient maintenant deux fonctions polynômes f'et g, soit D l’ensemble des nombres réels 
où g (x) 0 : D est l’ensemble IR dont on a retiré les racines du polynôme g qui, comme 
vous le savez, sont les solutions (ou racines) de l'équation g (x) = 0. 


La fonction { appelée fonction rationnelle est définie pour tout x de D; en un tel point 
et g sont continues et g (x) £ 0, d'où 
CR 


Toute fonction rationnelle est continue en tout point où elle est défini 
——————————— 


EXEMPLES 
1. Le nombre a’ étant non nul la fonction, appelée fonction homographique, 
ax + b 
Fax +6 
est définie pour tout x 3 — 3 elle est continue pour tout x de R — }— ë 
2. La fonction 
æ +4 


: 
st définie pour (x À 2 et x £ — 1); elle est continue pour tout x de R — {— 1, 2}. 


Comme nous l'avons annoncé à la fin du $ 4. 3 les résultats du $ 4. 10 nous permettent de 
démontrer la continuité de nombreuses fonctions sans effectuer la démonstration, quelquefois 
pénible, qui consiste, a > © étant donné, à prouver qu'il existe 8 = 0 tel que pour tout x 


on ait |x — x] <8 > | — f(xo)l < &. Il en est de même pour le calcul des 
limites. 


b) Recherche de limites. 


H+2x— 1 


Exemple 1. Soit la fonction x ++ TE x 7 Mouver la limite au point 2 de 


cette fonction, si cette limite existe. 
Plutôt que d'appliquer la définition de la limite au point 2 comme nous l'avons fait 
dans les exercices de la section I de ce chapitre, ce qui n'est pas toujours simple et 


: +21 de 
facile, remarquons que f: x —— EE est une fonction rationnelle de la 


variable réelle x, continue pour tout x n’annulant pas le dénominateur : c’est le cas de 


5 
2, on a / () — 3: Comme f'est côntinue pour x = 2, lim — j 


4. 12 EXTENSIONS DE LA NOTION DE LIMITE 


4x5 


Exemple 2. Soit la fonction x »—"— "#5 trouver la limite au point — 1, 


si cette limite existe. 


Le numérateur et le dénominateur sont nuls pour x = — 1; on a pour tout x de R 


4x —5—(x+ (x et += (+ DG—-x+ D). 


Donc pour tout x de IR — {— 1} on a (car x? — x + 1 > O pour tout x réel) 
4x5. 
ana TEE 


5 i te 
La fonction f donnée et la fonction g : x »—+ Fe RRSTE | coïncident sur IR — {— 1}; 


J aura une limite pour x = — 1 si et seulement si g en a une pour x = — 1. Or pour 
x= — 1, g est continue (— 1 n’annule pas x? — x + 1) donc 


=—2 


lim f = lim g = 8(— 1) 
et ei 


III. Extensions de la notion de limite 
et des opérations sur les limites. 


a) La fonction f a pour limite / quand |x| tend vers + co. 


2x+1 Ps £ ñ ïd 
Soit la fonction f : x +— définie sur IR — {3}. On conçoit que si |x| pre: 


des valeurs « grandes », on peut « négliger » 1 au numérateur et — 3 au dénominateur 


et la valeur de f'est « voisine » de Eu 2. Plus précisément pour tout « > 0 cherchons 
à avoir 


a) 


Or pour tout x de IR on a 


1—2(x—3) 
@ | SE [<a > 
ou encore 
7 
@ Lt (-3>: ou 
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ï 2 7 7 
Pour avoir (1) il suffit que x > 3 + zou que x < 3 — 3 cette dernière inégalité sera 


EEE T 
vérifiée si x < — 6 + 1 l’est. Donc pour avoir (1) il suffit que |x| > 3 + z Onest 
alors conduit aux trois définitions suivantes : 
1. Soit une fonction f définie sur ]— co, af U ]b, + œ[(a < b). On dit que f a pour 
limite le nombre réel 1 (ou que f tend vers 1) quand |x| tend vers + o si et seulement si, 
quel que soit le nombre réel strictement positif « donné à l'avance, il est possible de trouver 
un nombre réel strictement positif à tel que pour tout nombre réel x on ait 

> — f@—-I<a. 

De façon plus condensée : 

axe RD GBERŸDUxE I 0, — BL U JB, + D 


on écrit lim f = / ou encore lim f (x) = /. 
Hair 4o labere 


1£@ — 11 <a 


1 
Exemple : He 
bte *— 


2. Soit une fonction f définie sur Ja, + œ[. On dit que f a pour limite ! quand x tend vers 
+ co si et seulement si on a 


ue RD GBERYDHxER, + oD  [f@ —/|< a 


lim f — 1 ou encore lim f (x) = 1. 
Er É 


On écrit : 


Exemple : 


3. Soit une fonction f définie sur ]— co, al. On dit que f a pour limite 1 quand x tend 
vers — oo si et seulement si on a 


Use RHGBERŸDHxEI- ©, —6D |fR—-/|<a. 


On écrit : 


Exemple : 


REMARQUE 
On démontrera l’unicité de la limite en s'inspirant de la démonstration de $ 4.5. c. 
EXERCICE 


F 
1. En appliquant la définition calculer lim *X2et lim 3% #3, 
bhetex — Loto x 


b) La fonction | f| a pour limite + co en un point xs. 
:: 


Soit la fonction f': x —— 5 définie sur IR — {2}. Si |x — 2] est de plus en plus 


: 
« petit », 


1 
On voit que ny sst de plus en plus « grand. 


Plus précisément pour tout « > 0 on a pour tout x réel : 


1 
0<|x—2|<3 — 


Plus généralement soit une fonction f définie sur Ja, bf, sauf peut-être en xQ de Ja, 6]. 
Rappelons que l'on appelle valeur absolue def, que l’on note |f|, la fonction définie sur 
le même ensemble que f'et qui associe à x le nombre |f(x)|. Nous poserons la définition 
suivante : 

On dit que || a pour limite + co au point x4 (ou que |f| tend vers + co quand x tend 
vers x4) si et seulement si, quel que soit le nombre réel # > 0, il est possible de trouver un 
nombre réel 8 => 0 tel que pour tout nombre réel x on ait 

O<x—xl<8 —> [QI > ee 


De façon plus condensée : 
ae RN QBE RH x E ro — B x0 + BL (x) II > & 
On écrit lim|f|= + s ou encore lim f(x)| = + o. 
en are 


On obtiendra quatre nouvelles définitions suivant les signes de x — xo et de f(x). Ainsi 
dans l'exemple précédent : 


1 
DE YR2<S er 


On écrit lim f = + ce. 
2240 


De même a 
On écrit lim f = — oc. 
220 


ExERCICES 
En appliquant les définitions, étudier 


1 
Him + 


À} 
PR sem D APONE © 2m 


S. Étudier la limite de f: x — — À (n € IN) quand x tend vers 0. 


<) La fonction | f| a pour limite + co quand |x| tend vers + 00. 4. 13 EXTENSIONS DES OPÉRATIONS SUR LES LIMITES 


Soit la fonction f': x »—— x% définit sur IR. Si [x] est de plus en plus « grand ». 
Ft . 2) Énoncé des résultats. 


On démontre les théorèmes suivants (les démonstrations ne sont pas au programme de 
cette classe) : 

Au point x, (ou à droite de x9, ou à gauche de x) ou lorsque x tend vers + c ou x tend 
vers — co : 


on voit que | x | est de plus en plus « grand ». 


Plus précisément pour tout « > 0 cherchons à avoir : si f'a pour limite : et sig a pour limite : alors f + g a pour limite : 
BéL> «; rs 
silx| > 1, en multipliant les deux membres de cette dernière inégalité par |x| on a 
ir re — œ 
#2 |xl; en multipliant les deux membres de cette dernière inégalité par [x| on a 


Bél> xt d'où x] > [xl. M 
Soit alors 6 = sup (1, a) on peut écrire pour tout nombre réel x : 


de 
He<e Has on ne peut conclure 
on dit que |f] a pour limite + oo quand [x] tend vers + co. 

Plus généralement : soit une fonction / définie sur ]— co, af U Jp, + oof (a < b). 
On dit que | f| a pour limite + (ou que | f| tend vers + o) quand | x| tend vers 
+ 0, si et seulement si, quel que soit le nombre réel x >> 0, il est possible de trouver un 
nombre réel 6 > 0 tel que pour tout nombre réel x on ait : 


et si |g| a pour limite : alors | fg | a pour limite : 
1U>8 —> JOI> x 
De façon plus condensée : + + œ 
ae IR?) Q8 € R4?) (4 x € J— 00, — BI U J8, + of) GI > « + on ne peut conclure 
On “en, lim || = + oo ou D Pr If = + 00. + © +. 
lt Pete 


On obtiendra quatre nouvelles définitions suivant les signes de x et de f(x). Ainsi dans 
l'exemple précédent : 


LL 
X>B —> x >a, : 
on écrit lim f = + oo. si|g| a pour limite : Te Te trim 
a+ 
De même X<—B —> <a 
ï 1 
On écrit lim f— — 0. 0 (voir remarque 1) 
2e He 
EXERCICES 
C Éd bn CS Fe D ee - Des tableaux II et III on peut déduire les lignes 1, 3, 4 du tableau IV en remarquant 
ets n ï 
7. Étudier la limite de f': x ++ x" (n € N°) quand x tend vers + co ou — co. nee fx . 


si|f| a pour limite : | et si[g|a pour limite : 


alors Al a pour limite : 


0 (voir remarque 1) Ho 


c. on ne peut conclure 
+ æ 0 
1 (voir remarque 1) pe 


Tr on ne peut conclure 


REMARQUES 


1. Dans le tableau IL, ligne 1 et dans le tableau IV, ligne 1 et ligne 4 quand / = 0, 
la limite de g est 0, mais on suppose g (x) # 0 sur un intervalle Ja, b[ contenant 

Xo Ou sur une demi-droite Ja, + oo[ quand x tend vers + ou sur une demi- 

droite ]— 0, af quand x tend vers — co, afin que 3 af soient définies sur Ja, b[ 

sauf peut-être en x9 ou sur Ja, + cof ou sur ]— co, af. 

Les théorèmes indiqués par les tableaux 1, Il, IV s'appliquent naturellement encore 


quand l'une des fonctions est une fonction constante non nulle, la limite de cette 
fonction étant la valeur de cette constante. 


» 


» 


. Dans les tableaux IL et ILI et IV nous avons mis, pour simplifier, des valeurs absolues. 


Il restera à préciser, s'il y a lieu, le signe de la limite de fr, ; et de Ésue les exemples 
rencontrés. 


. Dans certains cas nous avons mis « on ne peut conclure ». On étudiera les limites 
correspondant à ces cas sur les exemples rencontrés. Le cas correspondant au 
tableau IV ligne 2 a été déjà rencontré plusieurs fois dans la 1re section de ce chapitre 
($ 4. 2 exemples 2 et 4). $ 4, 11. b, exemple 2) dans lesquels les numérateurs et les 
dénominateurs ont pour limite O au point x, considéré. 


b) Exemples. 
1. Étudions lim (5 x + x? — 3). 
ae 


Les théorèmes précédents sur la limite d'une somme, d’un produit, l’une des fonctions 
pouvant être constante, permettent d'écrire : 
lim x® — lim (x, x) = + co, 
as este 


lim x% = lim (x. x. x) = + 00, 
ets ae 


lim (5 x?) = + 00, 


a+ 


Dim (5 2% + 22 — 3) = ++ 00 
ns 


2. Étudions lim (5 x5 + x? — 3). Nous avons : 


lim x? = + 00, 


“im (5x) = — oo, 
En A 


et on ne peut conclure pour lim (5 x* + x?) (cf tableau I ligne 5). Il nous faut chercher 
a 
une autre méthode. On peut écrire pour tout x £ 0 


L 3 
sw+ss=#(s+i- à) 


EUR 


1 3 
comme lim x = — o on a donc dim (5415) =. 
ee 


1 
et lim (s+3- 


3. On a vu que la méthode donnée dans l'exemple 1 ne s'applique pas à l'exemple 2. 
Inversement on vérifiera que la méthode donnée dans l'exemple 2 s'applique à l’exem- 
ple 1, elle est donc plus générale. Appliquons-la à la fonction polynôme 


Li x e— aq + ane + + GX + Go 


définie sur IR (x € IN* et a, 74 0). 


Mettons en facteur non pas x" mais a,x", pour tout x 7 0 on a 


à 
109 = aux" (1 ++. 
Or 
DR RS | a) = sim (2) = 0 
qe) 1m (és) = Cs 
on en déduit 


a a 
lim (: _ 2 EN es + #) = 
(res in x 


par suite quand | x | tend vers + 0, f(x) a même limite que a, x". On peut énoncer : 


Quand | x | tend vers + so, toute fonction polynôme de la variable x a même limite 
que son terme de plus haut degré. 


Sx+1 
x +2 
proposé cet exercice comme application des définitions sur les limites ($ 4. 12 b exer- 
cice 2). 


4. Étudions la limite de f:x —+ quand x tend vers — 2. Nous avons 


Appliquons, ici, les théorèmes sur les limites : 
lim (S x + 1) = —9, 
— 


lim (x + 2) = 


2 


lim = + œ (théorème du tableau IV, ligne 1) ; 


2 


St A réet 
l'étude du signe de 3 permet d'écrire 


X+ 


Sx+1 < É)- _ 
li >) = —- t lim = + 00. 
im (7) cure AT 
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ge Née (5 t 
5. Étudions mn, y Nous avons : 
lim | 5x + 1] = + 6, 
late+e 
dim, Le + 21 = + 00. On ne peut conclure pour le quotient + Cf tableau IV, 
re 
ligne 5). 


On peut écrire pour tout x £ 0 : 


Plus généralement soit une fonction rationnelle de la variable réelle x, c'est-à-dire le 
quotient de deux fonctions polynômes de la variable x : 


An X" + Qu He + aix + 9 


CR rt pr pd Un 


G@n #0, b, # 0) définie pour tout nombre réel x n’annulant pas le dénominateur. 


Étudions Nu J'en procédant comme précédemment mais en mettant, plus précisément, 
(ete 
anx" en facteur au numérateur et b, x? au dénominateur. On peut écrire pour tout x £ 0: 


ax (+8 ++ + 2e) 


1@ = 

Lun Lea” 
xs (1 tete tpe ts) 
qui peut se mettre sous la forme : 


x 
10) = 5 € 


# (@) tendant vers 1 quand | x| tend vers +- oo, Par suite quand | x | tend vers +- co 
a, x" 
5,6 


FC) a même limite que +=. On peut énoncer : 


Quand | x | tend vers + co, une fonction rationnelle de la variable x a même limite que 
le quotient des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. 


fax Led (#)- 
di ie (a) un. 


ete 


cette limite est + co quand x tend vers + 00, — œ quand x tend vers — 00. 


jm (2221) à dm (2) = um ( 
(= ie Gn) ur G 


labre 


ge) - 1e, À) in 6 


EXERCICES ’ ; 
Étudier les limites, dans les cas indiqués, des fonctions qui associent au nombre x 


le nombre suivant quand il existe : 
_# = 4, quand x tend vers 2, vers — 5, vers + 00, vers — 00. 
F+3x— 10 

#4, quand x tend vers 2, vers — 5, vers + 00, vers — 00. 
G—2 (+ 5) 


a 3, vers — 3e vers + — ®. 
3. E 2 » quand x tend vers 3e vers — 3: vers + 00, vers 

_ LS em 2, vers + co, vers— 00. 
4 &—2) {1 tr 5) quand x tend vers 2, vers 


#—1 3 
=; quand x tend vers 1, vers + 00, vers — 00. 
ST unix 
1 


6 — pe quand x tend vers 1 (discuter suivant la valeur de a. 
GG @— 


, quand x tend vers 1 (discuter suivant la valeur de a). 


Æ 


EXERCICES 


a 
#1 #-1 


Définition de la continuité et de la limite en un point : ex. 1-2-10-17-18. 
Opérations sur les fonctions continues : ex. 3-45. 
Opérations sur les limites (extensions) : ex. 6-7-8-9-1 1-12-13-14-15-16. 


4.1 Étudier la continuité de la fonction f définie sur IR par : 
si x est rationnel X—e x 
si x n’est pas rationnel x 1 0. 


4.2 Étudier la continuité de la fonction f'définie sur (R par : 
si x est rationnel re 
si x n'est pas rationnel x 1 1 — x. 
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4.6 


47 


48 
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4.10 


a > 


On désigne par G (D, R) l'ensemble des fonctions continues sur D — 
<nsemble, muni de l'addition et de la multiplication des fonctions nu; 
d’anneau commutatif unitaire, 


a) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de la fonction f définie par : 
sixe[0,1] (9 —0 
sixeN, 2 f@=x—1. 

5) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de la fonction £ définie par : 


Sxe [0,1] gx) —1—x 
sixe]l,2] g(x =0 


€) Quel est le produit fg? Qu'en concluez-vous ? 


10, 2]. On sait que cet 
mériques, a une structure 


E (x) désignant la partie entière de x, soit la fonction f :x 1 per Tin 
définie sur R. 


a) Montrer que : 


°e—E 


UxER) fx +2) =f@. 


Que peut-on dire des points M @, SG) et M! (x + 2, fx + 2)? 
3) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de f. 


E (x) désignant la partie entière de x 
sur IR, 


a) Montrer que : 


soit la fonction f : x 1, E (x) + Lx — E (} définie 


UXER) LG + 1) = [+ 1. 


Que peut-on dire des points M (x, f(x)) et M' (x + 1, f(x + 1)}? 
b) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de f. 


Soit la fonction f de la variable réelle x : x 24 —x+1+ £a eR) 


a) Étudier la limite de f quand Ix| tend vers + co, 
6) Étudier la limite de / quand x tend vers 0 (discuter suivant a). 


ses 
Mêmes questions avec f : x ++ NE x | (discuter suivant a, b, €, d s'il 


y a lieu). 
Soit la fonction / de la variable réelle x : tie ta t, 


2 — 
a) Étudier la limite de f quand Ix| tend vers + 00, 

5) Étudier la limite de f'au point 1 (discuter suivant a et b). 

9 Peut-on trouver un prolongement de f par continuité au point 1 ? 


A — 2x+ 1 


Soit la fonction de la variable réelle x : Frs 


À > 
a) Étudier la limite de f quand 1x] tend vers + 00. 

5) Étudier la limite de f'au point 1, au point 5. 

+ Peut-on trouver un prolongement de f par continuité au point 1 ? au point 5? 

Démontrer que si la limite de f(x) est 1 au point xe (ou quand [x] tend vers + ©), la limite 
de 4/70) est aussi 1 au point *o (ou quand |x| tend vers + oo). 


Etudier les limites suivantes (ex. 11 à 16). 


ai 2 
RFi-1 
in VE FT 
«nu Re 
lim VAT 2x3 
2 piste 
(remarquer que, si x £ 0, = 
2 etque lim Vi pes 
VFFRS = xl \/1+2-5 Jim, E 
d'après l'exercice 10). 
tim (Æ +2: 3}. 
Lis bete 2x 
li MF 2x+2- 2x). 
“ se Da 
lim. (+ 2x F2 x). 
2 bie+e 
Sujets d'étude 
écrivant a = (a — b) + b, démontrer que : 
417 a) En nr, 
ue : 
ivant de même b = (b — a) + a, démontrer qi 
| "1 61 — ll < Ve — 
ï ï bres réels a et b, 
léduire que, quels que soient les nom 
| RS Hal — ét < la — 61 TE 
il Ïl st continue au fo 
i f'est une fonction continue au point x, |f! Lest is 
| D Dee due sa une lite au point x Lfladmet pour imite [| au point 
: " 
ï : si f'et g sont deux fonctions 
418 On se propose de démontrer les théorèmes admis dans le cours : si f'et # : 


ayant une limite en x, lim (fe) = lim im g et si fa une limite non nulle en xo, lim + = sf 
) SX lim get si f'a un 
os lim (fig) LT 


en. 
til i ile pointé 1° 
) Démontrer que si f'a une limite Jen xo, il existe un nombre positif M et un intervalle p« 
a 
tel que : # 
de centre x, tel qi qxei LOI < M. L Le 
b) Démontrer que si f a une limite / + 0, en xo, il existe un nombre positif m1 et un il 
mi 
inté j’ de centre xytel que : : 
# Œxei) GI > m 
(distinguer deux cas : / > 0, 1 < 0). 
limites respectives Jet J' au point xo- Mr 
5 neue APE à LG — 1e (x) + /Ig(G) — l'] montrer que, étant doi 
E 0, e peut trouver $ > 0 tel que, quel que soit x réelona: 
& Ole aol < => PU) 8) — HI < à Le 
On suppose que f a une limite / non nulle au p int Xg Bémputier de même que, étant 
pe 0, on peut trouver 8 > O tel que, quel que soit x réel on a : 


1 1 
ocie-xi<e—> | -1l<* 
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5l 
Dérivées 


Il s'agit touj à 
ce ur dans ce chapitre de fonctions numériques d’une variable réell 
Feu E _. définissons une fonction différentiable en x, pe, 
rivable en x,. Nous montrons l'équivale à 
lenc i- 
tions et nous en donnons une interprétation &éométriq: “Er a ue 


On est ainsi conduit dans la ic 
section II, pour les ic if i 
Es en tout point de Ja, b[, à la notion de A un one La 
in la section III donne diverses extensions de la notion de dérivée 


Re 


I. Dérivée d’une fonction en un point 
Interprétation géométrique 


5. 1 FONOTIO! 


2) Fonction différentiable en x,. 


Soit la fonction f : x 2 + x? défini 
por 2 définie sur IR. Nous 
ue valeur approchée de f(1,017) par exemple, sans ARC TO re 
posons x = 1 +- 4. Quel que soit le nombre réel # nous avons : HS 
LA += + AP + + me d à 
CHI A++) + (1424 
=2+5h+4#+/, 1e, 
pour # « petit », on peut « négliger » 4 /® et / d'où f(1 + /) & 2-4 54, à 
= , donc 
LGLOI7) & 24 (5 X 0,017), 
SG017) = 2,085. 
On peut écrire : f(1 +) = 2+ 5h 
= + Gh+ R) h, remarquons 
, que (1) = : 
LA A) = SO) + S A+ à (4, Mi à 


€n posant « (4) — 4 h + }?. Remi i it 
arquons que pi %— 0. On dit que f'est différentiable 


au point xÿ— 1 et que la fonction : # angeni 
: ho 5h ki inéai 
au point x, — 1. Plus généralement : more 


Définition. 
On dit qu'une fonction f est différentiabl 
linéaire À + /h et une fonction h > à (h) défini 
centre zéro telles que 

he FGo+m = fo) +/h+ ah 


Je au point x, s'il existe une application 
sur un intervalle 1 de 


(a) 


avec 

lim & = 0 

20 
L'application : # + /h est alors appelée fonction linéaire tangente à la fonction f 
au point x, ou encore différentielle de fau point x4. On la note df.,. 
On a donc pour tout 4 réel 

d, D = h. 

Remarquons qu'il résulte de la définition qu'une fonction différentiable en xo est définie 
sur un intervalle ouvert non vide de centre xo- 


b) Fonction dérivable en x. 


Pour 4 0, la relation (1) s'écrit 
LG + D LED 34 


avec lim & = 
M0 


UPESEUCC IS 
me 
Réciproquement si 
on peut trouver une fonction a telle que : 


PE TETE" 


à Le + #) — SE à pour limite un nombre quand 4 tend vers 0, 


sur un intervalle 1 de centre zéro, zéro exclu, et telle que « (0) = k (k étant un nombre 
réel que l’on peut se donner arbitrairement; on peut prendre par exemple, ce que nous 
ferons souvent, k = 0, alors x est continue au point zéro). 


Nous pouvons alors écrire 
GAED LGo+ D = fo + + ah 


& étant une fonction définie sur 1 telle que lim « = 0. 
ho 
Nous voyons donc que la recherche d’une fonction linéaire tangente à f en xQ revient 


à la recherche, lorsque 4 tend vers zéro, de la limite de 
LGo + D — Go 
ñ 


Définition. 
On dit qu'une fonction / est dérivable en x, si et seulement s'il existe un nombre 


réel / tel que 
lim 
0 
Ce nombre /, lorsqu'il existe, est appelé dérivée de f au point x. 


LG +) = 10) 
Là . 


Si on appelle (xo + 4) — f(x) l'accroissement de la fonction f associée à l'accroisse- 
roi ; Lo + À) — f Gr) L 
ment Go XD — xo= h de la variable et ETS je taux d'accroissement 


de la fonction f'entre xy et x + 4, on voit que la dérivée en x,, lorsqu'elle existe, est 
la limite, pour 4 tendant vers zéro, de ce taux d'accroissement de f'entre x et x3 + 4. 


<) Premières propriétés des fonctions différentiables en 0 
Nous venons de démontrer le résultat suivant : 


Théorème. 


Pour toute fonction définie sur un intervalle de centre x, les deux propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

1. La fonction est différentiable en xs. 

2. La fonction est dérivable en x,. 
——_———_ 


EXEMPLE 


Reprenons l'exemple du $ 5.14) f:x 
dérivable en x9 = 1? 


On a f()=2 et JU + M (1 + M9 + (14 M — 24 5h 4 48 + IS d'où 

LUE 70 54444 ettim LED I — s donc f'est dérivable 

en xp = 1, la dérivée de f'en ce F4 5. On peut écrire 
MÉDETCEPRER 


2% + x#; cette fonction est-elle 


Pour tout # # 0 et prendre x (0) = 0. On a alors : 
MAER) FA +=) + 54 + x (h)h avec limæ = 0, 


on retrouve le résultat du $ 5. 1 a. 


On sait que si Ca +) 0) 


unique (8 4. 5 c). Donc la fonction linéaire : h »——+ Ih tangente à f'en x9, quand elle 
existe, est unique. 


Si f'est différentiable en x, on a vu que, sur un intervalle décrit par 4, de centre zéro, 
on peut écrire : 


Lo + 4) = fo) + 1h + a (h)h avec Jim a = 0; 
1] 


a une limite / quand 4 tend vers 0, cette limite est 


donc lim f(xo + 4) = f(x), ce qui signifie en posant x = x + 4 
+0 
lim f(x) = f (ko). 
Par conséquent (cf $ 4.6 a) 


Théorème. 
Toute fonction différentiable (ou dérivable) au point x, est continue en ce point. 


La réciproque n’est pas vraie. Soit, par exemple, la fonction f:x ++ 1x | définie 
sur R.Ona 


si x>0 f@=x, 
si x<0 f@=—x, 


J est continue au point xÿ = 0 car lim f(x) — lim f(x) = f (0) = 0. 
+0 220 


OL. 


6. 2 DÉRIVÉES DES FONCTIONS USUELLES EN UN POINT 


Cherchons si / admet une dérivée au point xÿ— 0. Ici le changement de variable : 
x = x9 + h conduit à x — h, nous garderons donc dans les calculs la variable x. Le 
= % h 


rapport 
Lo + D — Go) 
ñ 


devient pour tout x # 0 
£@ — 10) _ [x 


x —0 x 
—f@ im £® =/O _ 
Six>0 fe UT sem ! 
— f(0) = O0 Er 
sxco OO où im ; 


donc f n'est pas dérivable au point xQ = © puisque les limites à gauche de 0 et à droite 


f@—10 
de 0 deg 


sont distinctes. 

ExEROI0ES à : 
Calculer les dérivées et trouver les fonctions linéaires tangentes aux fonctions numé- 
riques de la variable réelle suivante : 


1 ge au point x, = 1. 
k 1 j 

L at xy = 2. 
z a Lan 0 
3. Ru xt + 3x — 2 au point xe = 3. 

x+i ; 

—— au point x, = — 1. 

4. x += pol 0 


Posons m (= Le 0) SE (j 4 0), j'étant lune des fonctions suivantes : 


1. Fonction constante x + >, définie sur [R. On a 
12 , 
mh=——=0 et vo Vu mn 


Donc toute fonction constante sur IR est dérivable en un point quelconque de IR et sa 
dérivée est 0 en tout point de M. 
2. Fonction affine : x +— ax + b définie sur IR. Au point xQ nous avons 


LGo+ 1) = a (ro + + Bb, fo) = axo+ b, 


HD — f(x) _ ao + M +b— ax —b _ ah, 
m 0) = LG A SGD 26 Pere 
commehÆ0  mh)—a et limm()=a. Donc 


Toute fonction affine x :———+ ax + b est dérivable en tout point de IR et en tout point 
de R sa dérivée est a. 
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3. Fonction polynôme : x #—— ax? + bx + c, définie sur IR. Au point x, nous avons 
SG += aGo+ + bo ++ ec fo) = ax8 + bxy+ €, 


(= A PP (ag M 6 — a — bg — € _ af + Caro + DH 

d'où (4 3 0) À 

MO) = ah + 2axÿ+b et limm(h)— 2ax, + b. Donc 
20 


Toute fonction x —— ax + bx + € est dérivable en to æode R iv 
ut point «y de IR et sa dérivée 


En particulier si l'on fait a = 1 et b— 0, nous voyons que la dérivée de la fonction : 
X +—— x au point xç est\2 x9. . 
1 
4. Fonction x +— = définie sur I. Au point x 0 nous avons 
Lo + D = 
ip 1 
Se sie 
ke ci rer )= 


Lim m(h) = — 
M0 


Ho %w—h 1 
G+FDx 


L 
La fonction : x 3% définie sur [R* est dérivable en tout point x, de [R* et sa 
— À 
x 


dérivée en x, est 


5. 3 INTERPRÉTATIONS GÉOMÉTRIQUES 


a) Interprétation géométrique de la dérivée. 
Soit /'une fonction numérique de la variable réelle x définie sur une partie D de M. 
Soient l' sa présentation graphique (fig. 1) et À la droite passant par My (xp / (x) et 


M (x, f G) de T. Le coefficient directeur de A est {%)—/ (0) 
FE A 


Lot D — fo. 
h 


ou encore, en posant 
xX= xo+ hi, mi) = Ce coefficient directeur n’est autre que le taux 


d’accroissement de f'entre xy et xy + A. 


Nous donnerons la définition suivante : 


Définition. 
Soient L la représentation graphique d'une fonction numérique f de la variable réelle x 
et À, une droite passant par Mo (x. (x )) de L' et non parallèle à Oy. On dit que 
À, est tangente à Len M, si le coefficient directeur de la droite passant par M, et 
M (xs + hf (x + h)) a pour limite le coefficient directeur de A, quand A tend vers 0. 


On sait que m (4) = DCE a une limite quand 4 tend vers O si et seule- 


ment si f'est dérivable au point x,. On peut donc énoncer : 


Théorème. 
Pour que la représentation graphique l' de fadmette une tangente au point Mo (xorf (xo)), 
non parallèle à Oy, il faut et il suffit que f soit dérivable au point x. Le coefficient direc- 
teur de cette tangente est alors la dérivée de f au point xo. 


Équation de Ia tangente, Si a pour dérivée J'au point x, la tangente Aÿ au point Mg de D 
a pour équation (cf. cours de Seconde) 


»— So = 1 — x0) 


que l'on peut écrire 
3 = fo) + LC — x0) 


REMARQUE 
Nous avons vu que si f'est dérivable en x9, la dérivée en ce point étant /, il existe 
(ef. $ 5. 1) un nombre / et une fonction « définie sur un intervalle 1 de centre zéro 
tels que : 
(NAED Lo + 4) = fo) + + a Ch anne 


ou encore sur un intervalle J de centre x on à : 
UxE D LG = 0) + Lx — x0) + BG GE — xo), 
en posant à (x) = æ (x — x), on a aussi lim B = 0. 
En 


Nous voyons. alors que la fonction affine : x 1 f(x) + /(x — xo) n'est 
autre que la fonction représentée graphiquement par la tangente A en Ms à L. 
Cette fonction s'appelle la fonction affine tangente à f'au point +5. 


EXEMPLE 


Soit la fonction f': x 1» x + x* définie sur R. On a vu (cf. $5. 1 b) que la 
dérivée de f au point x, = 1 est /— 5. On a f(x) = 2. Donc la fonction affine 
tangente à fau point x = 1 est la fonction x 1 2 + 5 (x — 1). L'équation 
de la tangente À, à la représentation graphique D de fau point M, (1, 2)est donc : 
y= 24 5 (x — 1) ou encore, après réduction y = 5 x — 3. 

Pour construire A4 remarquons que son équation peut s'écrire : 

y — fa) — Lx — xQ) ou encore y — yo = /(x — xQ) en posant yo = / (ko), nous 


aurons un deuxième point M; (x, 31) de Ao en prenant x, — x9 — 1 par exemple, 
d'où» — »o — L. Le vecteur MM! a pour coordonnées x, — xo = 1 et 31 — Yo — /. 
Dans l'exemple considéré, l'équation de A, s'écrit : y — 2 = 5(x — 1). 

Six —1=lonay —2=5. 


Nous avons construit (fig. 2) la droite A, portée par le vecteur MM de coor- 
données 1 et 5. La tangente A, est indiquée sur la figure pour deux petites flèches 
de part et d'autre de Mo. 
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EXEMPLE 
Soit fi x 1——+ 29 + x° définie sur IR. On a vu (ef. $ 5. 1 a) que quel que soit le 
nombre réel 4 : 
SU+H=2+5Sh+ AR +R 
ou encore :f(1 + 4) — 2 = 5 h+ (4 h + h) h; remarquons que lim (4 À + /*) — 0 
+0 


donc : fU+H—225h pour h « petit »; 
nous avons trouvé par exemple (cf. $ 5. 1 a) que : 
JU,017) — 2 & 0,085. 


On peut se demander comment sont disposés les points de T° par rapport à la 
tangente À, lorsque # est « petit ». On peut écrire 


SU+m—2=5h+ a(r+f) 


pour [| < 4, on a : f(1+ D —2> 5h donc FM > PM' d'où la disposition 
fig.2 de D (fig. 4). 


b) Interprétation géométrique de la différentielle. 


La fonction f étant dérivable (ou différenti ï 
o ; rentiable) au point x,, il exi il 
définie sur un intervalle 1 de centre zéro telle que nd 2 


UAED Got M) — f(x) = + ah lim a = 0 | 
’ 
GAS D So D — fl) = HU a (M) lim a — 0 
20 
donc si /Æ0, /hest une valeur approchée de f(x, 
, AL D il 
So M — f(x) & lh pour h « petit », c'est-à-dire (fig. 3) be 
PM = PM 


| axunoices 

\ 1. Déterminer la tangente à l'origine aux représentations graphiques des fonctions : 
Ris 
x 
x —— x 


Étudier comment est disposée la représentation graphique de chacune de ces 
fonctions par rapport à cette tangente. 


2. Trouver l'équation de la tangente aux représentations graphiques D des fonctions 
suivantes au point de L d'abscisse x4 et construire cette tangente : 
x 2x, Xe = |, 


gs 


x 
xx —2%, %x=0 


fig 3 


Rappelons que PI 
ment h de la variable: x. 


/h est la valeur de la différentielle de f au point Xo POUr un accroisse- 
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[ur Fonction dérivée : définition, calcul | 


5. 4 FONCTION DÉRIVÉE 


a) Définition. 
On dit que f définie sur Ja, b[ est dérivable sur Ja, b[ si et seulement si f'est dérivable en 
tout point x de Ja, b[. 
Considérons l'application de Ja, b[ dans R : 

L@ + h — fG) 

te 


X— lim 
+0 


cette nouvelle fonction qui associe à tout nombre x de Ja, b[ la dérivée de f au point x 
s'appelle la fonction dérivée de la fonction f. On la note f’, d'où 


Xe D SG = lim Et Nr, 
0 


Avec cette définition la formule (1) du $ 5. 1 devient pour x, € Ja, BL 
Lo + D = Fo) + L' Co) À + à (M h, 
avec lim «= 0. 
10 
De même la fonction linéaire tangente à f'en x, de Ja, BI, c'est-à-dire la différentielle de f' 
en x, est la fonction 


ho SG h. 


On notera la distinction entre la fonction dérivée f' et la dérivée de f au point x qui est 
le nombre f” (x). Notons aussi que si y = f(x), on écrit y’ — f’ (x); y’ est l'image de x 
par la fonction f’. 


b) Exemples. 


Nous avons calculé les dérivées de quelques fonctions usuelles en un point (ef $ 5. 2). 
1. La dérivée de la fonction constante f : x + à en un point quelconque de [R est 0. 
D'où : 


La fonction dérivée de toute fonction constante sur [R est la fonction nulle sur R. 


2. La dérivée de la fonction affine f : x i-—— ax + b en un point quelconque x de IR 
est a. D'où : 


La fonction dérivée de f : 
x 1—+ a sur R. 


X + ax + b est la fonction constante /' : 


Remarquons que f” est indépendante de la valeur de b. 

3. La dérivée de la fonction f : x :——+ ax? + bx + c en un point quelconque x de R 
. est 2 ax + b. La fonction dérivée de f'est donc la fonction f” : x :— 2 ax + b définie 
sur (R. Remarquons que f’ est indépendante de la valeur de c. 


1 1 ‘ 
4. La dérivée de la fonction f: x #— 3 en tout point x ;£ © est — -3: La fonction 


a. ñ 
dérivée de f'est donc la fonction f' : x —— er à définie sur R*. 


5. 5 OPÉRATIONS SUR LES FONCTIONS DÉRIVABLES 


Soient deux fonctions f et g dérivables, donc différentiables, en tout point x de Ja, b[. 
Il existe un intervalle 1 de centre zéro tel que pour tout 4 de I on ait 


@) L@+D= SG + MT + ha) avec lime=0, 
«an gG+n=8 (+ hg (@)+ ABC) avec que 0. 


En effet (1) est vérifiée sur un intervalle 1’ de centre zéro, de même (Il) est vérifiée sur 
un intervalle 1° de centre zéro, il en résulte que (1) et (II) sont simultanément vérifiées 
suri=l'nl. : 
Notons dans ces formules que la variable est 4 qui décrit 1, tandis que x est un point 
fixe de R. 


a) Addition. 
On déduit des formules (1) et (LI) que pour tout 4 de I on a 
LG + A+ 8 + 0 = QE 8 + AG + 8° CI À Le (1) + 8 CI 


ce qu'on peut écrire 
+8) + 0 = + 8) + 410 + 89 GI + AY QD), 
en posant y (i) = x (h) + 8 (H); or on a 
dim y = lim « + lim 8 — 0; 
RU WU CE 
Ce qui montre que f + g est dérivable en tout point de a, bL et que la fonction dérivée de 
f+ & est définie sur Ja, bL par : 


[0] C+e)=fi el 
REMARQUE ; 
1. Ce résultat s'applique à un nombre fini de fonctions fi, .…, f, toutes dérivables 
sur Ja, b[ 


RSS DES TES PERS PS 


b) Multiplication par un nombre réel. ; 
Si à est un nombre réel donné, nous avons aussi pour tout 4 de À : 
AS + M) = SG) + 4 DS! GI + A D à GI, 
ce qu’on peut écrire : 
GP) + 0 = ANG + GS CI + 48), 
‘en posant 8 (4) — À a (4); or ona 


lim à — À lim à — 
+0 +0 


95 


ce qui montre que X f est dérivable en tout point de Ja, b et que la fonction dérivée de 
A f'est définie sur Ja, b[ par 


@) 


REMARQUE 
2. On pose D — Ja, b. Si l'on désigne par : 
F (D, IR) l'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle définie sur D, 
€ (D, lR) l'ensemble des fonctions continues en tout point de D, 
‘ (D, R) l'ensemble des fonctions dérivables en tout point de D, 
et si l'addition de ces fonctions est notée — et la multiplication d'une fonction 
par un nombre réel est notée . , on vérifiera, compte tenu des formules (1) et (2), 
que (D (D, IR), +, .) est un sous-espace vectoriel de (© (D, IR), +, :) qui est un 
sous-espace vectoriel de (F (D, M), +, .) (ef. $ 2. 5 c et $ 4. 9). 
<) Multiplication. 
Nous avons aussi pour tout 4 de 1, en multipliant membre à membre les égalités (1) et (11) 
LH DE GED = SO 8 Q + ALP (D 8 C9 + LG 8 + he), 
en posant 
QD) = à 0) Le GO + he! GI 8 (D LA + AS! GO + A La (8 (1) + L' (9) 8° OI: 
les théorèmes sur les limites montrent que 


lim e (4) = 
10 


On peut donc écrire pour tout 4 de I 
Ce) + = (fe) 0 + 4 (f'e) @ + Ge) 9 + he (D) avec lim e (4) = 


ce qui montre que fg est dérivable en tout point de Ja, b{ et que la fonction dérivée de fe 


est définie sur Ja, b[ par 
G) Ge) =Sfet+fs |: 
REMARQUES 


3. La démonstration que l'on vient de donner s'applique si l'on a un nombre fini 
quelconque de fonctions dérivables. On trouvera par exemple, que si f.g, À sont 
trois fonctions dérivables en tout point de Ja, bf, on a 
“ Gen) = S'eh+ fe'h+ jen. 
En particulier, si n est un nombre entier naturel non nul : 


SY' =. SN ST MAN NEA 


@ Om) = np |. 


4. Si l'on note X la multiplication des fonctions numériques d’une variable réelle, 
les autres notations étant celles données à la remarque 2, on vérifiera, compte tenu 
des formules (1) et (3), que : (D (D, IR), +, X) est un anneau commutatif unitaire. 
C'est un sous-anneau de (C (D, IR), +, X) qui est lui-même un sous-anneau de 
(F (D, IR), +, x) (cf. 82. 5 bet 4. 9). 


4) Inverse et quotient. 
Supposons toujours / dérivable en tout point s Ja, bI et supposons de plus que f(x) £ 0 


en tout point de Ja, b[. Nous pouvons définir? sur Ja, b[ (cf $ 4. 10). Pour savoir siyest 
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5 1 
dérivable, il est plus simple ici de former le taux d’accroissement der entre x et x + h de 


Ja, BL : 
1 1 
AÆn) _F® _ _fG+hD—/@ 
CORNE ou TTC) 
_{&@ + —$f@ 1 
DEEE Aer 00) 


LE+ DIE ps; 


puisque f'est dérivable au point x de Ja, b,[ on a a 


[ étant dérivable au point x, f est aussi continue en ce point (cf $ 5.1.c) donc 
lim f(x + h) = f (x) par suite 
+0 


3 L'@. 
CE 74 
1 b. £ 
Donc si fe s'anvule pas et est dérivable en tout point de Ja, bt, 7 est dérivable en tout point 


de Ja, bL et sa fonction dérivée est définie sur Ja, b{ par 


6) 


Soit alors la fonction Lise £& étant dérivables en tout point de Ja, b[ et g (x) 0 sur 
la, bI. 


Û ri 
On peut écrire pe fe 2 | 
d'où + 1) (d'après la formule (3)) 
done 2) (d'après la formule (5)) 
donc 
EXEMPLE 


Soit la fonction : x + 


a! # 0; posons 


définie sut IR — | | si l'on suppose 


ax ni ir 
S@=ax+b d'où f'(X=a, 
gG=ax+b" d'où g'(x = a, 


a (a'x + b°) — (ax + b) a! _ ab — ba! 
ENS GX + 6m 


el 
el 


x FD 


reset s (2 = 


c'qu'on peut écrire : (£ } G@ = 


98 


e) 


ExEROICES 


A l'aide des opérations sur les fonctions dérivables et en précisant, chaque fois, 
l'ensemble de définition de la fonction dérivée, trouver les fonctions dérivées des 
fonctions f telles que : 


1. 1@=x" GeNs, 

2. f(x) = ax° + bx + c (retrouver le résultat du $ 5. 2 exemple 3), 
= JO= 2m +56 ir 1, 

4 LG = 5 — 2) (x — 3) (x — 47, 

s. JM=X% Mens 

s. LES 


Cas des fonctions polynômes et des fonctions rationnelles. 

D'après la formule 4 (remarque 3) pour tout x réel et pour tout entier n > 1 on a 
Ge) = n x, 

Il résulte des opérations sur les fonctions dérivables que pour toute fonction poly- 

nôme f définie quel que soit x de IR par 


LCD = ax" + at +... + an ix + au 


LCD = nage + (n—1) aux +... + anne 
Enfin, la fonction rationnelle (Jet g fonctions polynômes) est dérivable pour tout 
x tel que g(x) 0. 


FONCTIONS DÉRIVÉES SUCCESSIVES 


Si f est dérivable en tout point de Ja, b, elle admet une fonction dérivée f’ définie sur 
Ja, b[. Si f” est elle-même dérivable en tout point de Ja, I, elle admet une fonction dérivée 
définie sur Ja, b[ qui s'appelle la fonction dérivée seconde de / (ou la fonction dérivée 
d'ordre 2 de f) et qu’on note f". On dit que f est dérivable deux fois en tout point 
de Ja, bL. 

Plus généralement on définira ainsi les fonctions dérivées successives de / sur Ja, b[ si elles 
existent, f@) ou f" ..., ft) appelées fonction dérivée troisième (ou d'ordre 3), .…, 
fonction dérivée ni?" (ou d'ordre ») de f. On dit alors que f est dérivable n fois en tout 
point de Ja, b[. 

Par analogie la fonction dérivée f' de f sera aussi appelée fonction dérivée première (ou 
d'ordre 1) de f. 

Posons y — f(x). Les nombres y" = f" (x), y" 

images de x (x € Ja, bD) par les fonctions f”, f”, . 
(ou d'ordre 2), dérivée troisième (ou d’ordre 3), 
fonction f au point x de Ja, b[. 


SG), ..., y) = 0 (x) sont les 
; 1. On les appelle dérivée seconde 
…» dérivée nfème (ou d'ordre n) de la 


EXEROICES 


1. Calculer les dérivées suecessives des fonctions f suivantes, en un point quelconque 
de MR : 
10 =%, 
LG) = x" (ne N°), 
SRE XI + 8x — 2x4 x — 1. 


Quelle est la dérivée n#+ d'une fonction polynôme de la variable x de degré n? Que 
peut-on dire des dérivées suivantes? 

2. Soient f'et g deux fonctions dérivables quatre fois en tout point de Ja, bl. Calculer 
Ge), 0e)", Ve)", (Je) définies sur Ja, b[. 


III. Extensions de la notion de dérivée 


L Go + D — f Go 
h 


Rappelons que le taux d'accroissement peut aussi s'écrire 


LG 1% puisque l'on a posé x — Xo — h. 
EX 


6. 7 DÉRIVÉE A DROITE. DÉRIVÉE À GAUCHE 


s) Définitions. 


Soit la fonction f: x + x + | x| défini sur IR 
si x>0 fH=x+x, 
si x<0 fH=x— x; 


f@—1O _f@ 


étudions Ia limite de 2 = 5 quand x tend vers 0. 
#+x . f@ —=f0 : h=i 
Six>0 IDE LE x41 et 0 im Ge 1) 
= = dim @—1)=—1. 
six <o® Ex et = lim @— 1) 


La fonction f'n'est pas dérivable au point x, — 0 puisque 
… f@ — FO) 1@—0, 
LE rar x— 0 


e++0 


On dit que 1 est la dérivée de la fonction f à droite au point x — 0 et que — 1 est la dérivée 
de la fonction f à gauche au point x4 = 0. Plus généralement : 


lim 
Pr 


Définitions. - 
Soit une fonction f définie sur[x aL. (x < 2). On dit que la fonction f a une dérivée à 


1 00 —1 (e) Eh, ns 
droite au point x, si re ite à droite au point x. On dit alors qu 


dérivable à droite au point Xe. ‘ A ‘ 
Si une fonction / définie sur la, xs], (a < x). On dit que la fonction f a une dérivée 


int x, si 22/09 à une limite à gauche au point x. On dit alors 
à gauche au point x, si LU) TE) à une limite à 9 . 


que f est dérivable à gauche au point Xc. 


a uni 


REMARQUE ; 
ns Pour que f soit dérivable au point xo il faut et il suffit que f'admette une dérivée à 


droite et une dérivée à gauche au point xQ qui soient égales. 
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Interprétation géométrique. Bornons-nous à étudier l'exemple précédent. Soit le point 
M (x, / (x) de la représentation graphique l° de f (fig. 5). 


Si x > 0 le coefficient directeur de Ia demi-droite [O, M) est )— x + 1, Sa limite 


est 1 quand x tend vers 0 à droite. On dit que la représentation graphique l' de f'a une 
demi-tangente à droite à l'origine de coefficient directeur 1. 

Si x < 0 le coefficient directeur de la demi-droite [O, M)est 10 = x — 1. Sa limite 
est — 1 quand x tend vers 0 à gauche. la une demi-tangente à gauche à l'origine de 
coefficient directeur — 1. 

Les deux demi-tangentes en O n'ayant pas même support, on dit que O est un point 
anguleux. 


ExEROIOES 
1. Soit la fonction f': x ++ [x — 1] + [x] définie sur IR. Étudier les dérivées de f 

à droite et à gauche au point x9 = 0, au point x, = 1. 
2. Soit la fonction f: x ++ |x# — 1] définie sur IR. Étudier les dérivées defà 
droite et à gauche au point x, = 1. Construire les demi-tangentes correspondantes. 


3. Soit la fonction f: x 1 | x (x + 1)| définie sur IR. Étudier les dérivées de f à 
droite et à gauche au point x = 0, au point x, = — 1. Construire les demi-tan- 
gentes correspondantes. 


b) Fonction dérivable sur un intervalle. 


Nous avons vu au $ 5. 4 que l'on appelle fonction dérivable sur Ja, bI toute fonction déri- 
vable en tout point de Ja, b[. 

On dit que f'est dérivable sur [a, b] si elle est dérivable sur Ja, BL et si elle est dérivable à 
droite au point & et à gauche au point b. (On suppose a < b). 

On dit que f'est dérivable sur Ja, + co si elle est dérivable en tout point x tel que x => a. 
On dit que 'est dérivable sur [a, 4- oo si elle est dérivable sur Ja, + co et si elle est 
dérivable à droite au point a. 

On définira de même une fonction dérivable sur [a, [ou sur Ja, b] ou sur ]— %, af ou 
sur J— 00, a]. 

On dit que f'est dérivable sur ]— 00, + œef si elle est dérivable en tout point de/R.. 


5. 8 DEMI-TANGENTE PARALLÈLE A y 


Nous nous bornerons à donner un exemple. Soit la fonction 
fixe V3 
définie sur IR. Pour tout x > 0 on a 
f@D—fO _Vx_ 1. 
Axe 0 2 APT AUS 


en effet quel que soit « > 0 si on prend 6 — a? 


Il est évident que lim 
240 


on a pour tout x de R 


O<x<e => 0<Vr<&. 
1 


+ 00, c'est-à dire 


vin 1P=LO À à 


a+ *—0 


Donc (cf. $ 4.13) lim 
æ++0 


Interprétons géométriquement ce résultat. Considérons le point M (x, f(x)) de la courbe 
représentative l' de la fonction f (fig. 6). Le coefficient directeur de la demi-droite [O, M) 
1) 

FL À ë 4 
Étudions le point M, (3, ») intersection de cette demi-droite avec la droite D d’équation 
y=1.Ona 


est —— sa limite est + oo quand x tend vers 0 à droite. 


= 75 = 4/3. Le point M, a donc pour coordonnées 
4 (x) 

x = VRet y, = 1. Nous avons vu plus haut que 4/% tend vers 0 quand x tend 
vers 0 à droite : nous interpréterons ce résultat en disant que lorsque x tend vers 
zéro à droite le point M; (V/X, 1) tend vers le point M; (0, 1) et que la demi-droite 
[O, M) est la demi-tangente à droite au point O à l'. 


d'où, comme », — 


fig.6 


EXERCICES 


t f la fonction définie sur IR de la manière suivante : 
si x>0 fO=VXx 
si x<0 fD=-V-x 
Examiner si la représentation graphique l' de f admet une tangente à l'origine. 
2. Même question pour la fonction g définie sur IR par g (x) = 4/Îxi. 
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s.1 


5.2 


5.3 


5.4 


5.5 


5.7 


su 


5.12 


EXERCICES 


Définition de la dérivée : ex. 1-2-3-4. 

Opérations sur les fonctions dérivables : ex. 5 à 11-16. 
Différentielle : ex. 4-12. 

Dérivées successives : ex. 13-14-15, 

Tangente : ex. 17 à 22. 


En utilisant la définition de la dérivée, calculer la dérivée de la fonction : x + 4/xau 
point x, — 1. 


Même question avec la fonction : x à 4/# T au point x, = 0. 


Montrer que la fonction f : x + 4/Tt— 3} est continue au point x, = 3 mais n'est 
pas dérivable en ce point. 


En utilisant la définition de la dérivée, calculer la dérivée de la fonction : x 
point x = 1. 

Trouver la différentielle de f'au point xy = 1. 

Montrer que f(1 + h) = 1 — h + TH 

Calculer f (1,00079) par défaut avec une erreur inférieure à 104. 


—— = au 
x 


A l'aide des opérations sur les fonctions dérivables et en précisant, chaque fois, l'ensemble de 
définition de la fonction dérivée, trouver les fonctions dérivées des fonctions telles que (ex. 5 à 11): 


LG) = CG — 5x + 3}. 5.6 LD) = x — 1) (x + 2). 


SGD = (et + 1 GS + D 58 [= Er à 
5x9 

JO = 7 510 fx) = 2x (£ . Ê 
x—2\1/x—3 

LEE) 


a) Trouver la différentielle de f : x 1——+ x au point x, de M. 
b) Soit un cube de métal dont les arêtes ont pour longueur x, à la température de 0 degré et 


pour longueur x à la température de r degrés. On appelle coefficient de dilatation linéaire le 
nombre x tel que : 


x= x (1 + ar). 
Si », est le volume du cube à 0 degré et » son volume à # degrés, on appelle coefficient de dilata- 
tion cubique le nombre { tel que : 

v=vA+Br). 
Si h = x — x — xy 2 1, quelle est la valeur de la différentielle de f'au point x, pour l'accrois- 
sement 4 de la variable x? 


En déduire que le coefficient de dilatation cubique est sensiblement le triple du coefficient de 
dilatation linéaire. Ë 


Calculer les dérivées successives de la fonction : x 


Our X À 4. 
x # 


s.14 


2#=3 
Soit la fonction numérique de la variable réelle : x 1——— y = =D) 


Caleuler y’, y’, y”, y quand elles existent (il sera commode de mettre y sous la forme 
b 


a 


… 


Soit f'une fonction polynôme du 3° degré. Démontrer que : 
Be m 
Me R) YAER) Po + = fo) + MG) + TS" Go) + F1"). 


Si f(x) = 2x — x? + 3 x — 7, calculer / (3,002) par défaut avec une erreur inférieure à 10-4, 
à 1077, 


a) Montrer que l'application f : 
2x +1 
x—1 


5) Calculer la dérivée de f'en un point x de R — {1}. nr 
©) Soit f-1 : x v——+ f-2 (x) la bijection réciproque de f'qui applique IR — {2} sur IR — {1}. 
Calculer la dérivée de f-1 en un point x de R — {2}. : - 

d) On suppose x, Z 1. Que peut-on dire de la dérivée de J'au point x, et de la dérivée de f- au 


point 2%+ 13 


x — 


de IR — {1} dans IR — {2} est bijective. 


1 1 1 ‘ 
Soit E l'ensemble des nombres + 1, + Eu ges re M étant un entier naturel 


arbitraire non nul. : 

Soit la fonction f définie sur [-- 1, 1] de la façon suivante : 
sixeE 1) = 0 
sixéE  f=x 


Quelle est la représentation graphique T° de f? ME 
Montrer que f'est dérivable au point x, = 0. Quelle est la tangente à là l'origine? 


Soit fla fonction numérique de la variable réelle : x «+ y = x + 3x+1 

a) Former l'équation de la tangente à la représentation graphique l' de fau point M, de T 
d'abscisse x9. | 

5) Former l'équation de la tangente à D au point de l' d'abscisse 2. 

€) Former l'équation de la tangente D parallèle à la droite d'équation y = 2 x. 

4) Former les équations des tangentes à L'issues de l'origine. 


2 
Soit J la fonction numérique de la variable réelle : x 1—— y = 2 


a) Former l'équation de la tangente à la représentation graphique de fau point Ms der 
d'abscisse x9. 

b) Former l'équation de la tangente à Lau point de T'd'abscisse 1. . 

<) Former les équations des tangentes à L' parallèles à la droite d'équation y = — x. 

d) Discuter, suivant la position du point M de coordonnées x et (3 dans le plan, le nombre de 
tangentes à L'issues de M. 


Lt La 
+1 


Soit f'la fonction numérique de la variable réelle : x #— y = 2x { 


a) Calculer y’ et y” quand elles existent. Ms : 
5) Construire les tangentes à la représentation graphique de faux points d'intersection de T' 
avec l'axe Ox et au point de T° pour lequel y" = 0. 
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5.21 


5.2 


Ed 


Sujets d'étude 


D rue fonction numérique de la variable réelle : x 1—+ ax? (a donné non nul). 

a) Former l'équation de la tangente À à la représentati i À 
Fes iger repré tation graphique T de fau point M de l' 
b) Si M est distinct de l'origine, A coupe les axes de coordonnées Ox et Oy respectivement en 
Tet T’. Soient la projection de M sur Ox parallèlement à Oy et m” la projection de M sur Oy 
parallèlement à Ox. Montrer que T est le milieu du segment [O, mi] et que O est le milieu du 
segment [m', T']. En déduire une construction géométrique de À connaissant M. 

©) On suppose le repère orthonormé. 

1) Trouver l'ensemble des points P de coordonnées x et 8 d'où 1" it 

Prev l'ee 8 d'où l'on peut mener deux tangentes 
2) On appelle normale à L'au point M de l' la perpendiculaire à la ti 

FA RE pra ‘pe ulaire à la tangente à l'en M. Former 


3) Si M est distinct de l’origine, la normale à l'en M coupe Oy en N. Calculer mN. 


Soit la fonction numérique de la variable réelle : x «—— £ (a donné non nu). 


a) Former l'équation de la tangente A à la représentati ic [t 
Hire pi lion graphique T° de 'au point M de T 
b) A coupe les axes de coordonnées en T et T’. Montrer lié ù 

ï c # que M est le milieu du segment [T, T']. 
En déduire une construction géométrique de À connaissant M. DR 


€) Si O est l’origine des coordonnées, montrer que le produit OT x OT’ 
M décrit D, que le produit OT x OT! est constant quand 


= 


6l 


Etude des variations d’une fonction 
numérique d’une variable réelle. 
Application au mouvement rectiligne d’un point. 


La section I de ce chapitre présente l'étude des variations d'une fonction numérique 
d'une variable réelle à l'aide de la dérivée. Les notions de parité, d'imparité et de 
périodicité, exposées dans cette section, permettent de réduire dans certains cas l'en- 
semble où l'on étudie la fonction considérée. Le plan d'étude ainsi dégagé est appliqué 
à quelques exemples; il sera ensuite scrupuleusement appliqué aux exemples de fonc- 
tions polynômes et de fonctions rationnelles qui sont l'objet des chapitres suivants. 

Dans la section 11, après les définitions indispensables relatives au mouvement 
d’un point, on montre comment la notion de dérivée conduit, pour les mouvements 
reciilignes, aux notions de vitesse et d'accélération qui permettent une étude plus 
précise de ce mouvement. La révision du mouvement rectiligne uniforme termine le 


chapitre. 


I. Variations d’une fonction numérique d’une 
variable réelle 


1 SENS DE VARIATION D’'UNE FONCTION 


a) Fonction constante. 
Rappelons qu’une fonction f'est constante dans un intervalle I de IR si et seulement s” il 


existe un nombre réel £ tel que, pour tout x de I, f(x) = k. 
On a démontré (cf. $ 5. 2) que la fonction dérivée de cette fonction est nulle pour toute 


valeur x de 1 
WxeD f'@=0 
b) Fonction croissante. 
Soit une fonction f définie sur un intervalle L. 


Définition. 
On dit que / est croissante sur | si et seulement si, quels que soient les points x; 
et x, distincts de |, on a 
LG) — #05) so. 
CAT A 
On dit que f est strictement croissante sur | si et seulement si, quels que soient 
x et x, éléments distincts de |, on a 
LG = 1%) s 0, 
FREE 
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Supposons que la fonction f soit dérivable et croissante sur I, et soit S'(o) la valeur 


numérique de la dérivée k 
Rae pour les valeurs xç (x € 1) de la variable. D'après la définition 


S@D = im =/ 6) 
arm XX 


+ est une valeur de l'intervalle I, distincte de il il ik 
TETE incte de xs. Considérons la fonction m définie dans 


mo = 19 =1 6, 
= 


Pour tout x de L'on a m (x) > 0. Or 


Jim m 9 = JO); 


il en résulte que f” (x) > 0. En effet, si f' (x5) < 0, on a démontré au 8 4.5c qu’il existe 


h >> 0 tel que pour tout x de }xy — 4, îl 
ARR 0 — h, Xo+ AL— {x9} On a m (x) < 0, ce qui est impos- 


Théorème. 


————— ———— 


La fonction / étant déri 5 : 
Rae lérivable et croissante sur un intervalle 1, pour tout point x, de 1 


————————————————— 
EXEMPLE 


1. Soit l'application f de IR, dans IR défini 
ji R+ ie par f(x) = x?, 
Soient deux valeurs réelles, positives, distinctes piste ss a 


LG) — fn) 3 — xt 
% 


C7 DRE 


= x +x>0 


1 = SG | 0, 
2% 
La fonction f considérée est donc croissante sur IR. 


Sa fonction dérivée f' ic : 1 
A Lai est définie par : x »—+ f'(x) = 2 x;0n a bien 2 x> 0 


Remarquons que dans le Î 
cas étudié ic “ 
hr tone: est strictement croissante sur R,, et nous 


WxeRY f@H>0 et  f'O)=0. 
EXEROICE 


Démontrer que f : x i——+ x% est strict is k 
DAPAONE de 00 au (D) à DA ee UN 


c exemple et cet exercice montrent que si f'est dérivable et strictement croissante sur I, 
n peut seulement affirmer f” (x,) > 0 pour tout point xV de IL. Nous verrons plus loin 
que les valeurs xy telles que f” (x) = 0 sont isolées, c'est-à-dire que l'on 14 per 
f' (9) = 0 pour tous les points d’un intervalle (ef. $ 6. 2). Mon 


<) Fonctions décroissantes. 
Soit une fonction f définie pour toute valeur x d’un intervalle L. 


DEA, 
On dit que / est décroissante sur un intervalle | si et seulement si, quels que soient 
les points distincts x, et x; de |, on a 
Ce) — #0) 
en 


On dit que f est strictement décroissante sur un intervalle | si et seulement si, 
quels que soient les points distincts x, et xs de |, on a 
1064) — 06) 
ra 
Em — 
Un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans le cas d’une fonction croissante 


permet de démontrer le théorème suivant : 


PRÉ OÈRe. ““ 
La fonction f étant dérivable et décroissante sur un intervalle 1, pour tout point x 


de | on a f(x) < 0. 
gg 


Si f'est strictement décroissante sur I on peut seulement affirmer f' (xo) < © pour tout x9 
de 1; cependant f' (x,) = 0 seulement pour des valeurs isolées (on le verra au $ 6-2). 


exempLes 
2. Soit l'application f de M? dans IR définie par f(x) = L Soient deux valeurs réelles, 
strictement positives, distinctes x et x3. On a 
1 1 
LG — 6) _ 5% _ 1, fe) —-f@D 0, 
= M À TEA CEA REX 
La fonction étudiée est done une fonction strictement décroissante sur IR. 


Sa fonction dérivé J' est définie parx +=» f(x) == à Je on a : 
MxeRy f'@<0. 
3. Considérons l'application g de R.- dans IR définie par £ (x) = #4. 
Prenons deux valeurs réelles, négatives, distinctes x, et x3. On 
gtx) — 8) _ = 8) 8) © 0, 
PET 7 Ah EE P 


= +2 


L'application étudiée est donc strictement décroissante sur [R. Sa fonction dérivée 
æ' est définie par x — g' (x) = 2x. Ici on a 
QxeR9  #@ <0 
g' (0) = 0. 
exercices 


Vérifier les théorèmes précédents pour les fonctions suivantes, dans des intervalles 
convenablement choisis pour chacune d'elles. 


2 fix io — À, définie dans R°. 


3 gixi+ —2x, définie dans R. 
4 hixi—+2x+3, définie dans R. 
S gixr2x#—1, définie dans R. 
6 ÿix + —3x+ 4, définie dans R. 
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6. 2 APPLICATION DU CALCUL DES DÉRIVÉES A L'ÉTUDE DU SENS 


DE VARIATION D'UNE FONCTION ————— 


Nous allons énoncer les théorèmes réciproques de ceux du $ 1. Ils seront démontrés 
dans une classe ultérieure. Ils permettent de trouver le sens de variation d’une fonction 
beaucoup plus rapidement qu’en utilisant uniquement les définitions. 

Théorème 1. 

Si une fonction dérivable sur un intervalle 1 de IR est telle que : 

Wxe)  f(x=0 
cette fonction est une application constante sur 1. 
————————— 


Ce théorème et celui rappelé au $ 6. 1 a) ci-dessus permettent d'écrire, pour toute fonction 
dérivable dans I : 


(constante dans 1) <—> (yxe1) 


f'G@=0. 


Soient deux fonctions f'et g toutes deux dérivables sur un intervalle 1, supposons que 
l'on ait 


WxeD  f'@=8s' (x, 


alors la fonction f — g est telle que sur I on ait Ce) =" — 8 = 0, il 
existe donc & € IR tel que à 


UxED FO —-em=k. 


Corollaire. 

—————— es 
Étant donné deux fonctions f et g dérivables sur un intervalle |, si pour tout x de 1 
1° 09 = g' (x) il existe alors un nombre réel k tel que pour tout x de | on ait 
1H —g = 
—_—————— 
Théorème 2. 
Si une fonction dérivable sur un intervalle 1 de IR est telle que : 

Nxel  f%3>0 


cette fonction est une application croissante sur 1. 


Ce théorème et celui démontré au $ 6. 1 b) ci-dessus permettent d'écrire, pour toute 
fonction dérivable dans 1 : 


(croissante dans 1) <—> (fxeD  f'(>0 


Théorème 3. 
Si une fonction dérivable sur un intervalle 1 de IR est telle que : 
Hxel) f(H<o0. 


cette fonction est une application décroissante sur 1. 


Résumons ce théorème et celui du $ 6. 1 c) sous forme d’une équivalence vraie pour 
toute fonction dérivable dans I : 


(f décroissante dans 1) <—> GMxeD f'@<0 


Le théorème 1 nous permet de dire que si une fonction dérivable est strictement crois- 
sante (resp. strictement décroissante) sur un intervalle I il est impossible que f’ (x) — 0 
pour tous les points de Ja, b[ € I (a  b) car f' serait alors constante sur Ja, b[. On aura 
donc f' (x) = 0 (resp. f’ (x) < 0) sauf en des points isolés. 


6. 3 EXTREMUMS RELATIFS D'UNE FONCTION NUMÉRIQUE 


De même en utilisant les théorèmes 1, 2 et 3 on peut énoncer 


Corollaire. 

ji une fonction f dérivable sur | est telle que f'(x) > 0 (resp. f(x) < 0) pour tout 
Fe de LH en des points isolés où f' (x) = 0, alors f est strictement croissante 
(resp. strictement décroissante) sur 1. 


2) Définitions. Exemples. 


Définitions. 
Soit f une fonction numérique définie dans une partie D de IR. 


On dit que / admet un maximum relatif # (x) en x, s'il existe un intervalle | ouvert, non 
vide, de centre x,, contenu dans D tel que 
Mxel  F0< f(x). 
On dit que f admet un minimum relatif / (x,) en x, s'il existe un intervalle 1, ouvert non 
vide, de centre x, contenu dans D tel que 
Œxel)  £(2> f(x) 
LE ————  ———————_— 
Nous dirons que f(x) est un extremum relatif si c’est un maximum relatif ou un mini- 
mum relatif. s 
Si pour tout x de Dona f(x) < f(x) (resp. f(x) > f(x), on dit (xp) est un maximum 
absolu (resp. minimum absolu) ; un maximum absolu où un minimum absolu, c’est-à-dire 
un extremum absolu, est donc un cas particulier d'extremum relatif. 


EXEMP! 
1. Soit la fonction f définie pour toute valeur strictement positive de x par : 


xeN,1] f@ 
xel,+ol fa = x. 
Nous avons démontré précédemment (exemples du $ 6.1) que la fonction définie 
dans R3 par x r—+ est une fonction strietement décroissante dans R+, 


donc aussi dans J0, 1]. De même, la fonction définie dans IR, par x 1—+ x* est 
une fonction strictement croissante dans [R;, donc aussi dans ]1, + cop. 
Le tableau de variation de la fonction f se présente donc de la façon suivante : 


et l'on peut conclure que dans l'intervalle 1 = 10, + of, la fonction f présente 
un minimum relatif égal à + 1 pour x, — 1. (C'est d'ailleurs le minimum absolu 
de f sur +. La représentation graphique est donnée à la figure 1. 

On constatera que f n'est pas dérivable pour x = 1 en montrant que f'a pour x = 1 
une dérivée à gauche — 1 et une dérivée à droite + 2. 
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2. Considérons la fonction f définie pour tout x réel par f(x) — x. Les résultats M 


trouvés précédemment (cf. $ 6.1, e: il 
etes Le , exemples 1 et 3) permettent de faire le tableau 


La fonction f'admet un minimum relatif égal à ï 

(Ici encore il s'agit du minimum TE ETES De nn 
Remarquons que pour x = 0, f est dérivable et /' (0) — 0. 

La représentation graphique est donnée à la figure 2. 


fig. 2 


3. Soit la fonction f définie pour tout x réel par (x) — x° — 3 x. Sa fonction dérivée 


est définie par f” (x) = 3 (x? — 1). En utilis ji F 
RE PE Ds D ee non 


Cette fonction f' présente donc un maximum relatif pour la valeur — 1, f(— 1) = 2. 
Elle présente un minimum relatif pour la valeur + 1 de la variable, f(1) = — 2. 
La représentation graphique de est donnée à la figure 3. 


fig.3 


Cet exemple met en évidence le fait que la notion d'extremum relatif concerne 
une propriété de f dans un intervalle inclus dans le domaine de définition D, et 
non pas dans D tout entier. lei le maximum relatif /(— 1) = 2 n'est pas maximum 
absolu; en effet on a, par exemple, /(3) = 18 > 2. De même le minimum relatif 
fG)= — 2 n'est pas minimum absolu car, par exemple, on a 
JC D=—18<—2 

Remarquons aussi que pour — 1 et 1 est dérivable et présente un extremum relatif; 
nous constatons f’(— 1) = f’ (1) = 0. 


©) Cas des fonctions dérivables. 


———— 
Si f est dérivable sur }x, — A, xs + A avec h > 0 et si fprésente un extremum relatif 
en x, on af! (xç) = 0. 


En effet, supposons par exemple que /(x) soit un maximum. On peut trouver 
Net h' vérifiant O < # <h et 0€ H"< h tels que : 
Mn NU MARU = 2 S 0 


X— % 
pour tout x de Jxo, xe + AL m(x)< 0. 


at 


On a donc 
limmx>0 et Jim m (x) < 0; 
20 ane 
la fonction étant dérivable en x, ces deux limites sont égales à S'(xe) d'où 


L' Go) 2 0 et f'(x0) < 0, donc f(x) — 0. 
On ferait le même raisonnement pour un minimum relatifen x, où f'est dérivable. 


Réciproquement les théorèmes 2 et 3 du $ 6. 2 nous permettent d’énoncer : 


Théorème. 


Si une fonction f est dérivable dans un intervalle ouvert | contenant x,, si //(x) = 0 
ti f°(x) change de signe pour x, / présente un extremum relatif pour x, 


Nous avons constaté la validité de ce théorème dans les exemples 2 et 3 ci-dessus. 
Remarquons que ce théorème ne donne qu'une condition suffisante pour que f présente 
Un extremum en x, par exemple la fonction étudiée à l'exemple 1 ci-dessus ne vérifie pas 
toutes les conditions du théorème (la fonction / n'est pas dérivable pour x = 1), cepen- 
dant f'présente un minimum relatif pour x — 1. 


D'autre part, si f’ existe et si f’ (x) — 0, la condition « f’ (x) change de signe pour x, » est 
essentielle pour l'existence d'un extremum en *o. Considérons par exemple la fonction 
définie pour tout x de IR par 

= 2x 


On a f' (0) = Oet, pour tout x 0, /” (x) > 0, la fonction est strictement croissante sur R, 
lle ne présente pas d'extremum pour x — 0 bien que f' (0) = 0. 


6.4 FONCTIONS PAIRES ne 
a) Définition, 


Définition. 
Une fonction / de domaine de définition D est paire si et seulement si 
(WXED) f(x) = f(x). 


Cette définition entraîne que D est un ensemble constitué de la réunion de deux sous- 


ensembles de R « symétriques » par rapport à 0, puisque, dès que x € D la relation 
précédente indique que — x € D. 
Nous poserons 


D=DUD, ave DCR, et D,cR.. 
D, et D, sont symétriques par rapport à 0. 
EXEMPLES 
1. Soit J la fonction de IR dans IR définie par f(x) — x. 
UxeR) fx) =f(@ = x 
Cette fonction est paire : Dj = [0, + of, D, = ]- 00, 0] 


2. Soit g la fonction définie par g (x) = V2 — 4. Son domaine de définition est 
D=]- ©, — 2]U [2, + oo. On a 


UxED) 89 = rx, 
Di= 2, + oo, D; =] 00 — 2]. 
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3. Soit # la fonction définie par A (x) = 4/24 3 = 4 = VE) — D. 
Ona—x+ 5x 42> 0 si et seulement si 1< x?< 4. Donc 
D=(-2,-—1JU [1,2] 
On ur tout x de D, A (— x) (), donc # est paire et 
ne Ds=t-2-—1, D, = 11,2] 


ExERCICES _—_—_ 
Les fonctions suivantes sont-elles paires? Si oui, précisez D, et De. 

w #+1 

fixe ja Paie 


fa br 


fo: 


fix HI 


b) Comparaison des sens de variation dans D, et D. 
Soit I, un intervalle contenu dans D, et I, l'intervalle symétrique par rapport à 0, I, est 
contenu dans D,. 


Théorème 1. 
Si f est constante dans |j, elle est aussi constante dans 1, et prend la même valeur que 
dans |, 


En effet, constante dans I, signifie qu’il existe une valeur réelle k telle que 


@) NxelD) f@=k 
La fonction f étant paire, on a 
@ UxeD) f—x= fo. 


Si x est une valeur quelconque de 1,, — x appartient à I, et, tenant compte de (1) et (2), 
on en déduit f(x) — &, pour toute valeur de I. 


Théorème 2. - 
Si f est strictement croissante dans |, elle est strictement décroissante dans l4. 


En effet, soit deux valeurs quelconques mais distinctes x, et # de 13; on a x =—x 
et x4 — — x4 où x{ et x? sont deux valeurs distinctes de L,. D'où 
LG9 —1G) _1Œ x) = x) _ _ D 16, 
a AR +4 A= x 
Or, f est strictement croissante dans L,, donc : 
(@) 
Il résulte de (3) et (4) que quels que soient x£ et x? distincts de I, on a 
SG) 10) 20 
xx 
Par suite, la fonction f est strictement décroissante dans I,. 
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RO EE 
Si f'est strictement décroissante dans |,, elle est strictement croissante dans L,. 


La démonstration de cette propriété est de même type que la précédente. 


<) Conséquences. 

1. Lorsqu'on a démontré qu’une fonction est paire, il suffit de faire l'étude du sens 
de variation dans D,, puisque le sens de variation dans D, s'en déduit immédiatement. 
2. Représentation graphique en axes orthogonaux. 

Soit C la courbe représentative de la fonction paire f. Elle est composée de deux sous- 
ensembles C, et C; qui correspondent aux restrictions de f'à D, et D,; donc C — C, U Ca. 
Soit Mi — (x1, / (x) un point quelconque de C, (fig. 4). On peut lui associer le point de 
Co Ma = Cu LC 61) = (— x SG). 


fig. 4 


On remarque que M, est l'image de M, dans la symétrie par rapport à l’axe y'y, quel 
que soit M, de Ci. 

Par conséquent C, et C, sont symétriques par rapport à y'y et C 
propre symétrique par rapport à y"y. 


CUC, est sa 


Théorème. 
Dans un système d'axes orthogonaux, la courbe représentative d'une fonction paire 
admet l'axe y'y pour axe de symétrie. 
ER — 
EXEMPLE 
Soit f la fonction définie par : f(x) = x? + 1. 
D = IR. Pour tout x réel f(— x) — f(x) donc f est paire: 
Di — (0, + cf, D, — ]— 00, 0]. 
S'@) — 2x; f'(x) > 0 pour tout x > 0. 
La fonction f est donc strictement croissante dans D, et, par suite, strictement 
décroissante dans D,. 


Sachant de plus que lim f(x) — lim x? = + oo (voir $ 4. 12 c), on peut dresser 
a+ te 


le tableau de variation suivant, limité à D, : 


La figure 5 donne la courbe représentative dans un système d’axes orthogonaux. 


fig 5 
6. 5 FONCTIONS IMPAIRES 


a) Définition. 


Définition. — - 
Une fonction f de domaine de définition D est impaire si et seulement si 
(YxeD) (x) = —1 (x). 


Pour les mêmes raisons que dans le cas d’une fonction paire, D — Di U D, avec Di et 
D, sous-ensembles respectifs de IR. et IR.., symétriques par rapport à 0. 
n5 


16 


EXEMPLES 


1: Soit f définie par f(x) = =: On a D = R* et 


WxED) f(— x) = — f@ = — 


1 
: 
Donc cette fonction est impaire. 
Di =, + of, D, =] 00,01. 
2. Soit g la fonction définie par g (x) = — x*+ 3x. Ona D=R et 
WxeD) g(—-xd=-r(=%6 3x 
Cette fonction est done impaire et l'on a : 
Di=[0,+ of et D, — 
#+1 


3. Soit # la fonction définie par 4 (x) — 


UxED) AC 9 = — HG = — 


h est donc une fonction impaire définie dans D, 


EXEROIC! 


Les fonctions suivantes sont-elles impaires? Si oui précisez D, et D,. 


Re ee Rire 
far 0 Jai x Et 
m 


SE 2e fire + 


©) Comparaison des sens de variation dans D, et D,. . 
Soit I, un intervalle contenu dans D, et I; l'intervalle symétrique par rapport à 0, I, est 
contenu dans Ds. 


Théorème 1. 


Si / est constante dans |,, elle est constante dans |}, et les valeurs prises par f dans ces 
deux intervalles sont opposées. 


En effet, si f'est constante dans I,, il existe une valeur réelle K telle que 


a) Uxel)  f@=Kk 
'étant impaire on a 
@ ŒxeD) fCx=—-/fQ. 
Si x est une valeur quelconque de 1», — x appartient à L, et, tenant compte de (1) et (2), 
on en déduit : (x) = — k, pour toute valeur de 13. 
Théorème 2. 


Si Fest strictement croissante dans l,, elle est strictement croissante dans ls. 


En effet, soit deux valeurs quelconques mais distinctes x} et xÿ de Is; on a x} = — x! 

et x} = — x}, où xf et x sont deux valeurs distinctes de L,. D'où 

@ LD —16D | 1 xD — SC x) | — FO) + PC) | LD — SUD 
—# =HEx x + x AA 


Or, f est strictement croissante dans L,, donc : 
LG) — fx) 


@ = >0 
Il résulte de (3) et (4) que, quels que soient x} et x£ distincts de I, on a 
1921 | 0 
Aire 


, la fonction f est strictement croissante dans 1,. 


Théorème 3. 
Si f est strictement déc: 


nte dans !,, elle est strictement décroissante dans ls. 


La démonstration est la même que celle du théorème 2, au sens près de l'inégalité. 


<) Conséquences. 


1. Lorsqu'une fonction est impaire, il suffit de faire l'étude du sens de variation dans D,, 
puisque le sens de variation dans D, s'en déduit par application des théorèmes précédents. 
2. Représentation graphique (axes quelconques). 

Soit € la courbe représentative de /, fonction impaire. 

Elle est composée de deux sous-ensembles C, et C; qui correspondent aux restrictions 
de f'à D, et Ds; donc C=— CU Ce. 

Soit M, — (x, f ()) un point quelconque de C; (fig. @. On peut lui associer le point 
Ma= (x fx) = (39 — f()) qui appartient à C;. On remarque que les 
coordonnées de M, sont opposées de celles de M;. Le point M, est donc le symétrique de 
M, par rapport à 0 quelque soit M, de C;. Don C, et C, sont symétriques par rapport 
à0et C— C, U C, est sa propre symétrique par rapport à 0. 


Théorème. 
La courbe représentative d'une fonction impaire admet l'origine du repère pour centre 
de symétrie. 
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EXEMPLE 4. 
Soit f la fonction définie par f(x) = x — 3 x. On a DR et 
UxeD) f—2=-f=-#+3x 
est donc une fonction impaire. 
D, = [0,+ cf, D, — ]— 00, 0]. 
f'HO=3x—3=3 (6 — 1). 
Nous étudions son signe dans D; : 
XEN,+I[ > f'(<0 > f est strictement décroissante, 
xEH + of > f'(D>0 => f est strictement croissante. 
D'autre part, lim f(x) = lim = + 00 (ef. $ 4. 12 0). 


On obtient ainsi le tableau de variation suivant, relatif à D, : 


et la courbe représentative C (fig. 7). 


6. 6 FONCTIONS PÉRIODIQUES 


a) Définition. 


Définition. 


Une fonction f, de domaine de définition D est périodique si et seulement s'il existe un 
nombre T > O tel que 


(HxeD) f(X+T)=/ (x). 


On dit que T est une période de f, ou encore que f'est périodique de période T. 
Il est évident que pour une telle fonction on a pour tout x de D 

@ S&+2D7=/(@+TD+T=/@+D=/0@, 

@) S@+3D=/(G+207+D=/&+2T=/0%, 


Démontrons un résultat plus général; supposons connu f(x + k T) pour tout x de D 
et pour une valeur k de [N*. 
On aura pour tout x de D 


G) Sa+Uk+ TD =f(@+AT)+ D = (+ AT) 


De (1), (2) (3) on déduit pour tout x de D 
1@=S@+TD=/G+20D=/G+3T=, (@+A4TD =... 

De même on a pour tout x de D 

@) 1@Q=f@-TD+TD=/(@-T), 

6) J@—TD=f(G@—2T += f(x —2T) 


et plus généralement pour X€ IN* 
(6) Sa—kTD=f@—U+NT+TD=/fG—K+ IT) 
d'où 
S@O=f(&—T=f(@—2T)= f(x —-3T)= f(x AT) =... 
Nous écrirons 
WxeD)GkEZ) fx+kT=/ 0. 


Il en résulte d'abord que si T est une période de f'il en est de même de 2T, 3T, 4T... 
il y a donc toujours intérêt à considérer la plus petite période (strictement positive). 
D'autre part il est évident que le domaine de définition D d’une fonction périodique de 
période T n'est pas quelconque, car si x € D alors, quel que soit £e Z, x+ KTED; 
avant d’étudier la structure d’un tel domaine, étudions des exemples. 


EXEMPLES 
1. Soit f(x) = x — E (x). Soit K un entier relatif quelconque, on à : 
Sk<x<k+I, EG=E4, 
d’où f(x) = x — k et par conséquent D = R. 
D'autre part si &k<x<k+1 ona k+1<x+1<Kk+2 d'où 
fa+D=x+I1-EG+D=x+1-Ek+D=x-k= f(x 
donc 'est périodique de période 1. 
Pour tout entier relatif k, posons 
L=lUkk+I1l 


dansl, ona f(D = 
dans, ona f(x) = 


— k car dans 1, on a k< x < + 1 donc E(x) = k. 
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La courbe représentative de f'est donc 


Nous remarquons que D — IR est la réunion de tous les intervalles 14 et que l'arc Ci 
de la courbe représentative C de f correspondant aux valeurs de x € 1, se déduit 


de Co (correspondant à x € 14) par la translation de vecteur T, (k, 0); en effet si 
Mo (x, f(x) = x) décrit Co, Mx de coordonnées 
xt, pa = fo =fG +R = fQ@ = x 
décrit C3. Il suffit donc d'étudier f dans I, et de construire Cy. 
1 


2. Soit g(x) = x —E (* » À 


On montrera facilement que g est définie dans IR et qu'elle est périodique de 
période 1. Ici on a (ke Z) : 


Her) <k+ 1, Efs-;) 4 


Donc au lieu de considérer les intervalles [k, k + 1[ il est ici plus intéressant de 
considérer les intervalles 


1 5 
n=[e+ge+ il 
car pour x € 1, on a # (x) = x — k. 


On construira donc C, correspondant à 1, = FE » pour x 61, on a (x) = x: 


l'arc Cy correspondant à 1, = [e + ni k+ i s'en déduira par la translation 
F4 (&, 0). Comme D = IR est la réunion de tous les intervalles I, la courbe C sera 
la réunion de tous les ares Cz. On fera la figure à titre d'exercice. 
Ces exemples nous permettent de voir la structure du domaine de définition D d'une 
fonction périodique / de période T. Considérons pour tout k de Z les intervalles 
= la+kT,a+(k+ TI 
a étant un nombre réel fixé. La réunion de tous les 1, est IR. 
Dans 14 = [e, a + TI, f'est définie pour tous les points de u 


D = DA lo 
de même quel que soit & € Z, fest définie dans 
Di=Dnl. 


On voit que D, se déduit de D, par la translation, sur l’axe des abscisses, définie par 
x 1— x + AT, car si f'est définie pour x de I, elle sera définie pour x + # T de 1}. 
Ilen résulte que D est la réunion de tous les domaines partiels D, ainsi obtenus. 


b) Sens de variation d’une fonction périodique. 
Nous allons montrer qu'il suffit d'étudier les variations de / dans D,. Soient deux. 
valeurs distinctes x et x! de Di; comme D;— D A L,, ces valeurs appartiennent à 
1,= la+ KT, a+ (+ 1) TI considérons 
H=xi—kT x0=x% AT 


ces valeurs xf et xÿ sont distinctes et appartiennent à I, et on a 
LD — fi) _ L@ÿ + k D — Sao + KT) _ FC) — SG, 
A GHAD —-G+ÉAD A 
Il en résulte que, si f'est croissante (resp. décroissante) sur l'intervalle J, € D,, alors fest 
croissante (resp. décroissante) sur l'intervalle J, se déduisant de J, par la translation 
sur l'axe des abscisses définies par x —— x + AT. 
Pour étudier les variations de f, périodique de période T, il suffit donc de l'étudier dans 
D,= DA Ie où I= la a+ TI. - 
A tout point M (xos  (xo) de l'arc C représentant f dans Do € Jo on peut associer le 
point Mx (xx, f(x) où 
xx xt AT, LG) = fo + KT) = So). 


Lorsque M, décrit Cé, ce point M (fig. 9), décrit l'arc Cy représentant /' dans D € 1x. 


pi fig.9 


Or le vecteur MyM, a pour coordonnées (KT, 0); il est indépendant de x € Do, 


il ne dépend que de k3 donc C4 se déduit de Cy par la translation de vecteur T, de coor- 


données (4 T, 0). : Ê 
Comme D est la réunion de tous les domaines D, (k€ Z), la courbe représentative C de f 


est la réunion de tous les ares Cx € Z). 


REMARQUE , ’ 
Dans cette étude on choisit donc I, = [a, a + TI, c'est-à-dire a. Dans l'exemple 1 ci- 
dessus on a choisi a — 0 car dans [0, 1[ f'était continue et strictement croissante ;dans 


1 
l'exemple 2 ci-dessus il aurait été maladroit de choisir a — 0 car pour x = 3€ [0,11 


1 
la fonction f est discontinue; en revanche en prenant a — 3 On à trouvé £ 


Le, . 
définie, continue et strictement croissante dans I = x [ puisque dans I, on a 
8 =x. 
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EXEROICES 


Reconnaître parmi les fonctions suivantes celles qui sont périodiques et indiquer, 
s'il y a lieu, leur période. 


“1 Paix ie 3 —E (x — 3]: définie dans R. 
4. Pix — x —-EQF, — 

5 #23 -—E (32), =: 

6. + EC». = 

% LI0 


> —1 définie dans R°. 
x 


6.7 PLAN D'ÉTUDE D'UNE FONCTION 


a) On détermine le domaine de définition D de la fonction f de telle sorte que f soit une 
application de D dans IR. On cherche si la fonction présente une particularité (parité, 
imparité, périodicité) pour réduire autant qu'il est possible l'intervalle d'étude. 


EXEMP! 
Abel D,=R. 
fix! D, = [R*, fonction impaire. 
1 
Om 7 D,=R—({- 1} 


aix VR=i 


He = D, = ]— 1, + IL fonction paire. 


h x 
Ps rie 


b) On indique pour quelles valeurs de x la fonction est continue. 


©) On détermine l'existence et la valeur des limites aux bornes du domaine de définition, 
si elles existent. 


co, — 1] U [l, + oof, fonction paire. 


2, +31. 


EXEMPLE 
ri y x+1 
Soit : LE 
D =]- 0, 3 U J3, + oo. 
im f(x) = Tim (cf $ 4.13) 
bete bete 
lim f(x) = + oo, car lim (x + 1) et  lim(x — 3) = +0 
Er: = 2510 
lim (9 = — oo, car lim(x+1)=4 et lim(x — 3) = — 0. 
3-0 pu 50 


d) On cherche quel est le sens de variation de la fonction, ce qui nécessite, dans presque tous 
les cas le calcul de la dérivée (dont on détermine alors le signe). 

e) On résume les résultats trouvés dans un tableau de variation. 

f) On construit la courbe représentative et on indique si cette courbe présente des propriétés 

dans certains systèmes d’axes précisés (symétries, tangentes particulières, .…….). 


_ ré 


6, 8 EXEMPLES D'ÉTUDE. NOTION DE POINT D’INFLEXION 


a) Exemple 1. 
La fonction f'est définie par 
SG) = x? pour x 2 0, 
f(x) = — 2 x? pour x < 0. 
D=R 


La fonction f est une fonction continue pour toute valeur de x non nulle (propriété 
des fonctions polynômes). : L 

Pour x = 0, f(x) = 0 et lim/(x) = 0, donc f'est aussi continue. 

20 

Finalement, f'est une fonction continue pour toute valeur réelle. 

dim f Ge) = lim x? — + 00, 
are a+ 

lim f(x) = lim (— 2 x?) = — 00. 
a as 

Pour x > 0,f'(x)=2x> 0. 


Donc, dans J0, + cof, f'est une fonction strictement croissante. 


Pour x < 0, f' (x) = — 4x <0. x ft 
Donc, dans ]— 00, Of, f'est une fonction strictement croissante. 


D'où le tableau 


Pour x — 0, f'admet une dérivée à droite qui est nulle. 


Lorsque x tend vers O par valeurs négatives, le coefficient directeur de la tangente à C 
tend vers 0. 


Fe tangente en O aux deux arcs de courbes qui composent C est donc définie : c’est 
'axe x'x. k 


Nous remarquons que, pour x << 0 les points de C sont situés dans le demi-plan défini 
par y < 0 et pour x > 0, les points de C appartiennent au demi-plan défini par y > 0, 


La courbe C « traverse » donc sa tangente au poi it i 
point O. On dit que O est un 13 
flexion pour C. F "4 


b) Exemple 2. 
La fonction f'est définie par f(x) = — x3 + x. 
D=R. 
D'autre part, 
UxED), f(x = —-f@. 
Donc f'est une fonction impaire. 
Il suffit alors d'étudier son sens de variation dans D, — [R,. 


ë fonction f'est continue pour tout x appartenant à D puisque f'est une fonction poly- 
nôme. 


Étude des limites aux bornes de D, : 
lim f () = lim (— x) = — 00. 
sl este 
Sens de variation dans D. 
f'O=-32+1. 


V 


05) = : 3 LEE 
Donc f' (9) — 0 a pour solutions — V? et V2 Le signe de f’(x) dans D, est 


indiqué dans le tableau de variation. 
Tableau de variation. 


La fonction f admet un maximum rela 2V3 pour x — V3, 


Courbe représentative C. 
La fonction étant impaire, quel que soit le repère utilisé, la courbe représentative C est 
symétrique par rapport à O (fig. 11). 


3 
2) correspondant aux extremums 


de la fonction, la dérivée est nulle donc les tangentes sont parallèles à l'axe x'x. 
Considérons le point © (0,0); on a f’(0)— 1, la tangente T en O est donc la droite 
y = x. Précisons la position de C par rapport à T dans le voisinage de O; considérons un 
intervalle 1 — ]— A, A (avec À > 0), soit C, le sous-ensemble de C correspondant (fig. 12). 
Désignons par M (x, f(x) un point de C et par P le point de la tangente ayant même 
abscisse que M; P est le point (x, x); ces deux points M et P ont même projection H 
sur x'x parallèlement à y'y; on a 


MP = HP— HM = x — (— x ++ x) = x. 


SixelLet x > 0, on a MP — x >> 0, donc les points de C, d’abscisse positive sont situés 
«au-dessous » de la droite T. 

Sixelet x < 0, on a MP = x < 0, donc les points de C, d’abscisse positive sont situés 
« au-dessus » de la droite T. 


y 


y" 


fig. 


Donc au point O la courbe C traverse sa tangente : O est un point d'inflexion de C. 
Intuitivement on constate sur la figure 12 que le coefficient directeur m de la tangente à 
C, en un point M (x, f(x) est croissant lorsque x croît de — # à O et est décroissant 
lorsque x croît de 0 à 4 : la fonction f’ doit donc être croissante à gauche de zéro et 
décroissante à droite de zéro; c’est bien ce que l’on constate puisque, dans le cas étudié, 
f' est dérivable et que l'on a (f')' = f” d'où f" (x) = — 6 x; on vérifie bien que lorsque 
x traverse zéro en croissant, f” (x) passe d’une valeur positive à une valeur négative. 

Plus généralement nous admettons le résultat suivant : 


Théorème. 
Étant donné une fonction f admettant une dérivée seconde dans x — A, x + AL 
avec h > 0, sif" (x) = 0 et si f” (x) change de signe lorsque x traverse x, alors la 
courbe représentative C de la fonction f admet un point d'inflexion d'abscisse xo. 


6. 9 GÉNÉRALITÉS 


Remarquons que ce théorème ne donne qu'une condition suffisante d'existence d’un 
point d’inflexion : la fonction f de l’exemple 1 ci-dessus le prouve; on a en effet 


six<0 f'=—-4x, 
six>0 f'H=2x 


donc f' a au point zéro une dérivée à gauche — 4 et une dérivée à droite 2, donc f" n’est 
pas définie pour zéro : il y a pourtant un point d'inflexion à l'origine (fig. 10). 
EXEROICE 


Étudier les points d’inflexion éventuels des courbes représentatives des fonctions 
L, 8, h définies par 


OO =, 8@=x, hQ =. 


IT. Mouvement rectiligne d’un point 


a) Notion de temps. 


Nous considérons la notion de temps comme une notion primitive. 

Une origine des temps étant fixée ainsi qu'une unité de temps, un instant est déterminé 
par un nombre réel. 

Dans ces conditions nous dirons que tel événement s’est produit à l'instant 1, on dit 
aussi à la date t ou même au temps r. 

L'ensemble IR étant totalement ordonné, nous dirons que l'instant r, est antérieur (resp. 
postérieur) à l'instant r, si et seulement si , < #4 (resp. 4 > f3). 

Étant donné deux instants et #3, (4 < #3), à l'intervalle 1 = [r,, #3], intervalle de R, 
nous associons {y — 1, appelée durée ou intervalle de temps. 


b) Notion de mouvement. 


La notion de mouvement est essentiellement relative : un voyageur immobile dans un 
train qui roule est en mouvement par rapport au sol et au repos par rapport à son wagon. 
La cinématique (du grec kinéma, mouvement) étudie les mouvements des points et plus 
généralement des corps par rapport à un repère. Par exemple le mouvement d’un point 
du plan dans l'intervalle 1— [, 13] sera connu si, étant donné un repère cartésien 
(o, if) du plan considéré, on connaît à chaque instant r de [1 ra]les coordonnées x et y 
du point; il existera donc deux fonctions f'et g de la variable r € [r,, ,]telles que 


x=f(,  y=8@. 


Nous verrons dans le tome II qu'un point de l’espace est, par rapport à un 
repère (0, à, ÿ, &), déterminé par le triplet de ses coordonnées (x, y, 2). On connaîtra le 
mouvement du point M (x, y, z) par rapport au repère choisi, dans l'intervalle 1 — [#, #3], 
si on connaît à chaque instant # de I les coordonnées x, y, z de M; il existera donc trois 
fonctions f, g, À de la variable s € [H, 3] telles que 


x=f@, »=g8@, z=hQ. 


L'ensemble des positions de M pour chaque valeur de € est appelé la trajectoire 
du point M dans l'intervalle I. Si la trajectoire est plane on dit que le mouvement du 
point est plan, si la trajectoire est portée par une droite on dit que le mouvement du point 
est rectiligne. 

En Première, nous étudierons uniquement le cas du mouvement rectiligne d’un point. 

11 nous faudra donc fixer une origine et une unité de temps et un repère (O, Ÿ) pour la droite D 
sur laquelle se déplace le point considéré. 


0,10 MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT. VITESSE. ACCÉLÉ- 
RATION 


a) Loi horaire. 
Dans les conditions indiquées à la fin du paragraphe précédent, considérons un point M 
en mouvement sur une droite D dans l'intervalle 1 — [#, #2]. 
A chaque instant 1 de I l’abscisse x de M est connue; il existe une fonction numérique de 
la variable 1 telle qu'à chaque instant # de I on ait 
@ x=f® 


Cette application / de 1 dans Rest appelée la loï horaire du mouvement du point considéré 
ou encore la fonction espace; la représentation graphique de f est appelée diagramme des 
espaces : l'axe des abscisses est l'axe des temps 1'7, l'axe des ordonnées est l'axe des 
espaces x/x (fig. 13). 

On dit aussi que la relation (1) est l’éguation horaire du mouvement. 


b) Vitesse. 
Considérons deux points A et B mobiles sur une droite; si pendant le même temps A 
parcourt 800 m et B 600 m nous disons que À va « plus vite » que B. Cette notion intuitive 
de « vitesse » est caractérisée par le quotient de l'espace parcouru par la durée mise à 
le parcourir. 
Si le point M a une abscissé x, au temps r, et une abscisse x au temps 1 >£ fo, nous dirons 
que entre f{et f le mouvement rectiligne de M a été effectué avec la vitesse moyenne 
X—% 
sh 
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A chaque couple d'unité de longueur et d'unité de temps est associée une unité de vitesse. 
Les unités de vitesse les plus utilisées sont le mètre par seconde, en abrégé m/s et le kilo 
mètre par heure, en abrégé km/h. 
Nous voyons donc que la vitesse moyenne entre /, et # n'est autre que le faux d'accrois- 
sement 

SO — Fo) 

1% 

de la fonction-espace entre les instants 1, et 1. 
Ces considérations nous conduisent à la définition suivante : 


Définition. 

Un point M étant animé d'un mouvement rectiligne défini sur un intervalle de temps | par 
x=1(0, 

on appelle vitesse de M à l'instant , de !, la dérivée de la fonction fen &, si cette dernière 


existe. 


Si la fonction-espace f'est dérivable sur un intervalle I = [, f;] on définit ainsi la fonction 
vitesse f’. Pour tout # de I, v — f’ (6) est la vitesse du mobile au temps 1; la représentation 
graphique de la fonction vitesse ” est appelée diagramme des vitesses : l'axe des abscisses 
est l'axe des temps, l'axe des ordonnées est l'axe des vitesses. 


REMARQUES 


1. La droite sur laquelle s'effectue le mouvement étant munie d'un vecteur unitaire %, 
le vecteur Ÿ = » À est appelé vecteur-vitesse du point M ayant la vitesse v au temps; 
on dit alors que v est la vitesse numérique de M; n'utilisant pas le vecteur-vitesse 
dans ce cours nous dirons simplement que v est la vitesse de M. 

. Dans la plupart des mouvements la fonction f'est dérivable sur L. Il n'en est pas 
toujours forcément ainsi, par exemple, lorsqu'il se produit un choc; nous n'étudie- 
rons pas de telles situations dans ce cours. 


» 


Si dans un intervalle I, y — f’ (1) > 0, fest strictement croissante dans I (cf. $ 6. 2), le 
point M mobile sur la droite D se déplace dans le sens positif de l'axe porté par D. 

Dans les mêmes conditions, si v = f' (1) < 0, le point M se déplace dans le sens négatif de 
cet axe, 

Si pour #5, f' (to) = 0 et si f’ (1) change de signe lorsque / traverse #, le point M rebrousse 
chemin au point M, d'abscisse f (16). 

Il résulte de cette étude que si l'on change le sens positif de l'axe, la fonction f'se change 
en — f, donc f'en — f' et la vitesse v en / change de signe le signe de la vitesse de M n'est 
pas une propriété intrinsèque du mouvement de M : il dépend du sens positif choisi sur 
la droite D; en revanche | v| = |f'(f| a une signification physique dans l’étude du 
mouvement du point M. 


€) Accélération. 


De même que nous avons introduit la vitesse d’un point pour étudier les variations de la 
fonction espace : # ——— x — f(1), nous allons introduire un élément nouveau pour 
étudier les variations de la fonction vitesse : & + v— f' (1). 


Définition. 

Un point M étant animé d'un mouvement rectiligne défini sur un intervalle de temps | par 
x={(0, 

on appelle accélération de M à l'instant & de |, la dérivée seconde de f en &, si cette 

dernière existe. 


Lorsqu'elle existe, l'accélération en #, est donc la limite, si tend vers #9, du rapport 


LOS D LV" 
Et 1—% 


où on a posé »y = f' (1) et v = f' (0). Ce rapport est le faux d'accroissement de la vitesse 
dans l'intervalle [fo 1. 

Si l'on prend pour unités respectives de longueur et de temps, le mètre et la seconde, nous 
savons déjà que la vitesse se mesure en mètre par seconde (en abrégé m/s), dans les mêmes 
conditions l'accélération se mesure en mètre par seconde, par seconde, en abrégé m|s?. 

Si la fonction espace est deux fois dérivable sur un intervalle 1 = [f, #2], on définit ainsi 
la fonction accélération f”. Pour tout 1 de 1 


x=f"o 
est l'accélération du point mobile M au temps f; la représentation graphique de f” est 


appelée diagramme des accélérations : l'axe des abscisses est toujours l'axe des temps, 
l'axe des ordonnées est celui des accélérations. 


4) Mouvement accéléré; mouvement retardé. 


Si dans un intervalle de temps 1, y=/f" (0 > 0 (resp. y = f"() < 0) la fonction 
Di—+ v = f' (r) est strictement croissante (resp. décroissante); mais si l’on change le 
sens de l'axe porté par D les résultats sont inversés : seules les variations de | f' | sont 
intéressantes du point de vue physique. D'après les propriétés de l’ordre sur IR, nous 
savons que le sens des variations de | ’ | est le même que celui de (f'), or la dérivée à 
l'instant s de cette fonction est (cf. $ 5. 5 c, remarque 3) 


2 Of" =2vr. 


Si dans un intervalle de temps I, vy > 0, la valeur absolue de la vitesse croit, on dit que 
dans I le mouvement est accéléré. 

Si dans I, y < 0, la valeur absolue de la vitesse décroit, on dit que dans I le mouvement 
est retardé (on dit aussi qu'il est décéléré). 


REMARQUES 

3. L'axe porté par la droite D étant muni d’un vecteur unitaire À le vecteur À = y À 
est le vecteur-accélération à l'instant t, on dit alors que y est l'accélération numérique 
au temps £. N'employant pas dans ce cours le vecteur-accélération, nous dirons 
simplement que y est l'accélération du point M mobile sur la droite D. 

4. Pour des mouvements rectilignes très courants il arrive que f” ne soit pas défini 
pour #9. Par exemple au $ 7. 6 nous étudierons des mouvements rectilignes du type 
suivant (démarrage d'un train) : 

si 1<0 f(t)=0, 
si 1>0 fH)=a* (a>0). 
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| On a donc : 
u si 1<0 f'«)=0 
si 1>0 f'()=2a, 
la fonction f’ n’est pas dérivable pour # la fonction f' a une dérivée à gauche 
pour zéro, 0 et une dérivée à droite pour zéro, 2 a 0. 


| 6. 11 MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORME D'UN POINT 


a) Définition et caractérisations du mouvement rectiligne uniforme. 


Définition. 


On dit que le mouvement rectiligne d'un point M est uniforme pendant l'intervalle de 
temps |, si et seulement si la vitesse de M est constante et non nulle sur 1. 


Soit x = f (1) l'équation horaire du point M, nous supposons f dérivable et telle que 


U1ED f'O—a 
a étant un nombre non nul. Considérons la fonction g définie sur I par 
GIED  g@O=a; 


pour tout 1 de Ion a g' (1) — a, d'où f' (1) — g' (1) = 0; du corollaire du théorème 1 du 
$ 6.2, il résulte que la fonction / — g est constante sur I; il existe donc un nombre réel b 
tel que pour tout # de 1 f(1) — g (1) = f(1) — at = b; on a donc 


GED  fO=a+b 


c’est-à-dire que la fonction espace dans un mouvement rectiligne uniforme est une fonction 
affine; la réciproque est évidente car si f'est affine sur I on a f’ (#) = a pour tout f de I. 
Pour un mouvement uniforme on a aussi 7 — f” (1) — 0; réciproquement si pour tout # 
de I, y— 0, d'après le théorème 1 du $ 6. 2 appliqué à la fonction ', on voit que f' est 
constante; concluons : 


Théorème. 


Le mouvement rectiligne d'un point est uniforme pendant l'interval 
sa loi horaire est, sur 1, de la forme 


x= at + b, (a # 0) 
où encore si, sur |, l'accélération est toujours nulle. 


1 si et seulement si 


b) Diverses formes de l'équation horaire. Diagrammes. 
Interprétation géométrique des constantes a et b. 
Si pour # = Ô le point M est en M, et si on pose 


%0 = OM, 


on a f(0) — b = xy; d'autre part f' (1) = a est la vitesse constante du point M. On a donc 
pour tout { de I 


x="+x |: 
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REMARQUE 1 des , re 
Il peut arriver que 0 # [ñ, #4] intervalle où on étudie le mouvement; xQ esi 
l'abcise du point où se trouverait le point M à l'instant 0 s'il était animé du mou- 
vement défini par x — at + b pour 1 réel quelconque. 


Si on étudie le mouvement de M pour # réel quelconque, le diagramme des espaces est donc 
une droite de coefficient directeur v et d’ordonnée à l'origine xç: si on étudie le mouve- 
ment dans I — [f,, #2], le diagramme des espaces est un segment (fig. 14). 


fig. 15 


fig. 14 


Le diagramme des vitesses est une parallèle à l'axe des temps (= IR) ou un segment 
parallèle à cet axe (1 = [1, #2). { 

Sur la figure 14 nous avons représenté à la fois le diagramme des espaces (en noir) et le 
diagramme des vitesses (en rouge) pour un mouvement effectué dans 1 — [4]; naturel- 
lement sur l'axe des ordonnées il faut deux graduations, une pour les espaces et une pour 
les vitesses. 


Forme réduite de la loi horaire. 

Si sur D on passe du repère (0, À) au repère (M.f) on aura 
MM = X = OM — OMy = X — Xo 

d'où la forme réduite de l'équation horaire : 


X=" 
EXERCIOES 
1. Un point étant animé d'un mouvement uniforme de vitesse », trouver f sachant que 
LG) = Xe 


(Réponse : x = v (1 — #) + xx) 
2. Un point étant animé d'un mouvement uniforme, trouver sachant que / (#1) = x, 


SD=x GA te NÉ x) 
È Fee Pl 
Réponse : TA 
%—% 


à @— 1) + x) 
3 
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163 


18 
197 


24.8] 


Les méthe 


blèmes qui peuvent se poser pour un ou plusieurs mobiles animés d’un mouvement uni- 
forme sur une même droite. 


REMARQUE 2 


PARIS-ST-LAZ/ 


PosteS de Batignolles 
Asnières-s/Seine Poste 3) 


Le Stede 


Entrée et 
Poste 5 | 


Cormeiles-en-Parisis 


Confians-Sainte-Honorine 
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odes et les résultats de ces deux exercices permettent de résoudre tous les pro 


La figure 15 donne conjointement le diagramme des espaces et le diagramme des 
vitesses d’un train animé du mouvement suivant : 

De to = 0 à h > Oil est au repos dans une gare G;, d'abscisse x. 

De # à #3 > fa il est animé d'un mouvement rectiligne uniforme de vitesse v, > 0. 
De #4 à #3 > fa, il est au repos dans une gare G4 d'abscisse x. 

La fonction f'ainsi définie sur [fo, 4] est une fonction affine par morceaux (voir 
cours de Seconde); f'est continue sur [f, 14]; mais elle n'est pas dérivable pour 4, 
ni pour #, : en # il y a une dérivée à gauche 0 et une dérivée à droite v,; en #4 il y à 
une dérivée à gauche », et une dérivée à droite 0. 

En fait, en r, le train ne prend pas brusquement une vitesse »,, il accélère de # à 1} 
jusqu’à acquérir la vitesse »,, ensuite à #3 < #4 il ralentit pour s'arrêter à l'instant 1. 
À l'exercice 7.81, nous vous proposerons un schéma de mouvement plus conforme 
à la réalité. 


Notons cependant que # — fi et f, — #3 sont «petits » devant f, — #, et les diagram- 
mes tels que. celui de la figure 15 suffisent aux ingénieurs des chemins de fer pour 
régler la marche des trains : la figure 16 reproduit le graphique des chemins de fer 
de 6 h à 9 h entre Paris-St-Lazare et Conflans-Sainte-Honorine, 
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EXERCICES 


Domaine de définition, parité, imparité, périodicité : 1 à 12. 
| Symétries de la courbe représentative d'une fonction : 13 et 14. 
| Étude des variations d’une fonction sans utiliser Ia dérivée : 15 à 18. 


Fonctions affines par intervalles : À, B et 19 à 22. 
Mouvement uniforme : 23, 24. 


Exercices partiellement résolus. 
Étudier la fonction f définie pour tout x de IR par 


1 à 
On détermine les valeurs 3: 0, 2 où les nombres 2x — 1, x, 


signe d'où le tableau 


f@=12x—11+1x1-12- xl. 


La fonction est continue sur }— ©, OL, bP 


lim f(x) = —1, lim fG = — 
20 240 


donc f est continue pour x = 0; même démonstration pour 5 


| c'est une fonction affine par intervalles et continue sur R.. 
La fonction x + ax + b est strictement croissan 


f@)=—1 


2— x changent respectivement de 


LE: : sion affine). D'autre part 
À F 2. 2, + cof (fonction a 


Let 2 donc f est continue sur R; 


te (resp. strictement décroissante) si 


1 Pi 
’ L 2 
a > 0 (resp. a < 0); d'où le tableau de variation {: est constante sur [o. 3l): La courbe repré- 


sentative est la réunion de deux segments et de deux demi-droites. 
6B. Étudier la fonction f définie pour tout x de IR par 
LG) = xE @) 


éfini keZ) 
où E (x) est défini par ( ee dede 


Ona 


k<x<k+1 F@) = kx; 
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6.11 


6.12 


613 


6.14 
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est une fonction affine par intervalle. Posons 1, = 1k, k + 1 L 
res ES à L f'est continue sur I, d'autre part 


lim £(x) = (k—1)k = ke — is eo ke 
) kim LG), 1) = ke; 


donc pour tout k € Z f est continue à droite; elle n'est pas continue à gauche pour tout k #0 
Œ — k Z kt); en revanche f est continue à gauche pour k = 0. 

Donc :f est continue pour tout x de R — Z *,f est seulement continue à droite pour tout x de Z * 
La fonction f est strictement croissante sur 3, (k > 0). F 
La fonction f est strictement décroissante sur 1, (k < 0). 

FA fonction f est constante (valeur 0) sur Lo. 

Le Se ne la réunion des segments [M,Mi{ où M, a pour coordonnées (k, K?) 


EXERCICES 


Soit f'une fonction paire; on désigne par D' le domaine de définition de la fonction dérivée f'. 
Montrer que D' est symétrique par rapport à O et que f’ est une fonction impaire (on mon- 
trera que si pour x9, fa une dérivée / alors, pour — x4, f'est dérivable et a pour dérivée — /). 


Soit fune fonction impaire; on désigne par D! le domaine de définition de la fonction déri 
i g fonction dérivée f”. 
Montrer que D' est symétrique par rapport à O et que f” est une fonction paire (ef. ex. SD 


Indiquer les domaines de définition des fonctions f suivantes (ex. 6.3 à écisez si 
LR VO OR PTE. (ex. 6.3 à 6.12). Précisez si elles sont 


x + À 64 
1+x 
a é 
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a VX + b (discuter suivant les valeurs de a et b). 


re VEFDG =, 
x 


ste 

EG 

où pour tout x réel et pour tout # entier relatif on a 
kR<x<k+1—> Eh) = k 


X1— 


1 


EG 


Démontrer que la courbe représentative de la fonction f définie par 
S@=x4+46+4x—1 

admet la droite À d’équation x = — 1 poi de i 

a pour axe de symétrie (on effectuera un changement 


Démontrer que la courbe représentative de la fonction f définie par 
f@= x — 5x4 20x—25x 
admet le point & (1, — 9) pour centre de symétrie. 
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6.18 


6.19 


6.20 


6.21 
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6.24 


Les exercices suivants (ex. 6.15 à 6.18) doivent être traités sans utiliser la nation de dérivée. 
La fonction £ considérée est une fonction définie et strictement monotone (croissante ou décrois- 
sante) dans un intervalle (a, b}. 


La fonction g est définie pour tout x appartenant à [a, b] par 
2Q=UO@OF. 
Comparer les sens de variation de f'et g dans [a, b]. 


La fonction g est définie pour tout x appartenant à [a, b] par 
8 = af + 8. 


Comparer les sens de variation de ft g dans [a, b]. 


La fonction g est définie pour tout x appartenant à [a, 8] par 
1 
1Q=7G 
(on suppose que f (x) n'est nul pour aucune valeur de [a, 6). Comparer les sens de variation 
de fet 8. 


La fonction g est définie pour tout x appartenant à [a, b] par 
8@ = V® 
(on suppose que, pour tout x de [a, b], f(x) > 0). Comparer les sens de variation de f'et g. 


Étudier les fonctions suivantes définies pour tout x réel par (ex. 6.19 à 6.22). 


10 = VE D + 13x — 11 + 12xl. 


Discuter l'équation f(x) = 2. (€ R). 


f@O=-21x+31+31x—11+2% 


Discuter l'équation f(x) = 2. G@eR). 
(x) = sup (2 x — 1, 4 x + 5). 

Discuter l'équation f(x) =2.  (AER). 
SG = inf (x + 3,2, — x — 3). 

Discuter l'équation f(x) = à. (A6 R). 


Une course cycliste « contre la montre » a lieu entre deux villes A et B distantes de 50 km. Les 
coureurs partent toutes les 3 minutes. Le coureur Ci roule avec une vitesse constante égale à 
38 km/h. Le coureur C,, parti de À 3 minutes après Ci, souhaite rattraper Cj avant son arrivée 
en B. Sachant qu'il roule avec une vitesse constante v, quelle doit être la valeur minimum de v 
pour que cet événement soit réalisé? Si C4 avait voulu dépasser C; à 40 km de A, quelle aurait 
dû être la valeur de v? 


Trois villages A, B, C se succèdent dans cet ordre sur une route supposée rectiligne. À et B 
sont distants de 10 km, B et C sont aussi distants de 10 km. 

Un piéton part de A à 8 h, marche avec un mouvement uniforme de vitesse 5 km/h jusqu'en B 
où il s'arrête pendant 30 mn. Il repart ensuite vers C avec un mouvement uniforme de vitesse 
4 km/h. 

Un cycliste part de À à 9 h, va jusqu'en C sans s'arrêter avec un mouvement rectiligne uni- 
forme de vitesse 30 km/h. Il repart à 11 h de C et revient en À avec la même vitesse. 

a) Étudier le mouvement du piéton. . 

b) Étudier le mouvement du cycliste. 

©) À quelles heures et à quels endroits les deux mobiles passent-ils simultanément? On préci- 


sera s’il s’agit d’un dépassement ou d'une rencontre. 
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| Fonctions polynômes et applications 


Ce chapitre donne des exemples d'études de fonctions polynômes du second degré 
(section 1), du troisième degré (section 11) et de degré n°> 3 (section II). Ces 
exemples constituent des illustrations variées des résultats obtenus dans les cha- 
| pitres 4, 5 et 6. 


. Continuité. : 
se fonction j'est une fonction polynôme, donc elle est continue pour toute valeur réelle 


de x. 
3. Recherche de limites. 
lim f(x) = lim x? = + oc. 
are ee 


4. Sens de variation. 
Pour déterminer le sens de variation de f, nous calculons sa 


le signe de celle-ci. On a f' (x) = 2 x. Donc pour tout x Z 0 
f'@=0 <> x=0 
f'H>0 <> xel, 
5. Tableau de variation. 


dérivée f' et nous cherchons 


Ho <—> (fest strictement croissante dans RD 


La représentation graphique de ces fonctions permet d'étudier très simplement la 
discussion graphique de certaines équations et la résolution graphique d'inéquations 
ou de systèmes d'inéquations à deux inconnues. 

Enfin l'étude du mouvement rectiligne uniformément varié trouve sa place naturelle 
après celle de la fonction polynôme du second degré. 


7: 1 GÉNÉRALITÉS 


Nous allons étudier des exemples de polynômes, c'est-à-dire de fonctions numériques f 
définies quel que soit x de IR par 


SO) = ape + ax + Ha, 


OÙ &y Gus «+; y Sont des nombres réels donnés, appelés coefficients du polynôme. 
Rappelons que si ay # 0, l’entier naturel n est le degré du polynôme. 

Toute fonction polynôme est donc une application de IR dans [R. 

D'après les résultats du $ 4. 11 a, un polynôme est une fonction continue pour tout x 
de IR et, d'après les résultats du $ 4. 13 b, cette fonction a, lorsque la variable tend vers 
+ 00 ou — co, la même limite (infinie) que ayx"; les résultats dépendent du signe de ay 
et de la parité de n. 

D'autre part est dérivable, sa dérivée f'est dérivable, etc... pour tout x de IR (ef.$5. 5e). 


6. Courbe représentative C. s 
Pour tracer la courbe avec assez de précision (fig. 1), cherchons les coordonnées de quel- 


ques points et indiquons-les dans un tableau : 


I. Fonctions polynômes du second degré 
et applications 


7. 2 EXEMPLES NUMÉRIQUES 


a) Exemple 1. 
Étude de la fonction f définie par x 1— x. 
1. Domaine de définition. 

* Pour toute valeur réelle de x, on peut calculer (x); donc D — [R; la fonction f'est une 
fonction paire, puisque pour tout x de D on a : f(— x) — f(x). Il suffit donc de l'étudier 
dans [0, + oof. 
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On en déduit d’autres, puisque la fonction f'est paire. 

Remarquons d’autre part que la tangente à C au point O est l'axe x'x puisque f' (0) — 0 
représente le coefficient directeur de la tangente à C au point d’abscisse 0. 

Lorsque le repère est orthogonal, C admet l'axe y'y pour axe de symétrie, puisque f est 


paire. 

b) Exemple 2. 
Étude de la fonction f définie par : x 7—— 2 x? — 4 x + 3. 
1. Domaine de définition. 
Pour toute valeur réelle de x, on peut calculer f(x); donc D — 
2. Continuité. 


La fonction f'est continue pour toute valeur réelle de x, puisque f'est une fonction poly- 
nôme. 


3. Recherche de limites. 
Nous avons, f (x) ayant pour x tendant vers +- 00 ou — co la même limite que 2 x? : 
lim f(x) = lim 2x2 = + 0 
ete ae 
lim f(x) = lim 2x? = + 00. 
as ee 
4. Sens de variation. 


Caleulons la fonction dérivée f’ et déterminons son signe. 
f'E:=4x—4= 4x0). 


Nous avons donc pour tout nombre réel x : 
PC = 0 Lt Vu 1, 
SG >0 <> xE]l; +00 <=» (feststrictement croissante sur JI, oo) 


S'O<O <> xE]-00,1[ <> (feststrictement décroissante sur ]— 00, 1 


5. Tableau de variation. 


6. Courbe représentative C. « Hd y 
Déteurinons les coordonnées de quelques points particuliers pour préciser la forme de la 


courbe (fig. 2). 


f'() = 0. La courbe € admet donc une tangente parallèle à l'axe x'x au point @, Di 
ce point S correspond au minimum de f. 

Lorsque les axes sont orthogonaux, nous 3 uk 
rapport à la droite A d'équation x = 1. Nous allons la justifier. 


remarquons une symétrie de la courbe par 


Effectuons un changement d’origine de repère de telle on A soit le support du 
des ordonnées Y'Y. Prenons comme origine 1 (°, 9): A 4 
ee de changement de repère s’obtiennent en écrivant, pour un point M quel: 


conque du plan : 
OM = Où + iM, 


OM=x +5,  IM = Xi + Yÿ 

ee + + + 
dt = + xt + = MH DH VI. 

Le couple des coordonnées d’un vecteur dans une base étant unique on a donc 


x+1 
v? 


* 
y 


Un point (x, y) appartient à C si et seulement si y = 2 x? — 4x + 3; un point (X, Y) 
appartiendra donc à C si et seulement si 
Y=2X+1P—-4X+1)+3=2X1+1 
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La courbe C est donc dans le nouveau système de coordonnées la courbe représentative 
de la fonction 


X—2X+1; 


cette fonction étant paire, C est symétrique par rapport à l'axe Y'Y d’équation X — 0, 
c’est-à-dire par rapport à la droite À d'équation x — 1 — 0 dans l'ancien système. 


EXERCICES 
Étude et courbe représentative des fonctions définies par : 


Den Z 
2 
DR— tr 


x 3% + 3x +4 


7. 3 CAS GÉNÉRAL 
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L'étude de la fonction définie quel que soit x de [R par : 
SG) = a + bx+ ce 


(avec a 7 0) va être faite en vue de démontrer quelques propriétés générales de ces fonc- 
tions du second degré; mais toute étude de fonction particulière devra être traitée comme 


dans les exemples précédents. 
1. Domaine de définition D. 
C'est [R tout entier. 
La fonction f'est une fonction polynôme, donc elle est continue pour toute valeur réelle 
de x. 
3. Recherche de limites. 
As S@)=lim ax, 


lel-+o ete 

D'où 

si a>0 lim fx)=+0, lim f(x)= +00, 
ete ae 

si a<0 lim f(x)=—0, lim f(x) =— 
ete 2e 


4. Sens de variation. 
11 dépend du signe de la dérivée que nous allons déterminer : 
SG) = 2ax + b. D'où les résultats suivants : 


a>0 a<0 


CURE I CS 


SO=0 <> x=-— 
2a 


-èls 


f@>0 <> xe|- + | fH>0 re]-«- A 
Za 


P@<0 <— xe]-- 2] | ro<o — AT of 


5. Tableaux de variation. 


a>0 


b BB. —b+4a 
œrf(-)=ag7atc” 4a 


Pour a > 0, f présente donc un minimum et pour a < 0 un maximum POUr -— Fe 


6. Courbe représentative. 


: b 4ac—b 
Effectuons un changement d'origine du repère, Prenons le point S (- Ma ) 


pour origine du nouveau repère, et (x, ») étant le couple des coordonnées de M relative- 
ment au repère (O, %, 7), désignons par (X, Y)le couple des coordonnées du même point M 


par rapport au repère (S, 3, ). 
Pour tout point M du plan nous avons 


OM 08+SM, OM = xi +» 


SM = Xi + vi 


d'où 
te b+ 


def= bit J+xi+vi 
l'unicité du couple de coordonnées d'un vecteur sur une base nous donne 
pad 


Un point M (x, ») appartient à C si et seulement si 
y=axt+ bx+c, 
le point M (X, Y) appartiendra donc à C si et seulement si 


4ac — b b\ k-2) / 
À Tor -rdd =a(x-2) +6(x Tale 


tous calculs faits on trouve Y — aX?. 
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REMARQUE 


En mettant le trinôme ax? + bx + c sous forme canonique (voir cours de Seconde) 
on obtient Y — aX® plus rapidement : 


b\® ,4ac— 
= a +ix+e=al(s- 2) HET 


d'où Y = aX?. 


Vous retiendrez que lorsqu'on fait une translation du repère (O, 3, j) de manière que la 
nouvelle origine S soit le point représentatif du maximum (ou du minimum) de la fonction 


Xi ax + bx + c, l'équation de la courbe représentative de cette fonction dans le 
nouveau repère est 


Y=aX?, 


Ainsi l'équation cartésienne de C est y = ax? + bx + € par rapport à (0, À ÿ) et 
l'équation de C par rapport à (S, £f) est Y — aX?. 
Pour connaître la forme des courbes représentatives des fonctions définies par 

2 — at +bx+ c, 
ilsuffit donc de représenter les courbes des fonctions définies par : x 1 fa = ax, 
puisqu'elles sont isométriques des précédentes, s'en déduisant par une translation, Plus 


précisément, appelons C la courbe représentative de f'et C, la courbe représentative de 
fa par rapport au même repère, On a le schéma suivant : 


Ga 


où 15% désigne la translation définie par le vecteur O$. 


Toutes ces courbes C, lorsque a est un nombre réel non nul correspondant à une. même 
définition géométrique : celle de la parabole. Nous admettons ce résultat. 

Symétrie de la courbe dans un système d'axes orthogonaux. 

Dans le repère (S, f, f), on a trouvé pour équation de C, Y = aX?. La fonction ainsi définie 


par X +— F (X) = aX® est une fonction paire. L'axe de repère (S, j) est donc un axe 
de symétrie pour la courbe C. Dans ce cas, S intersection de C et de l'axe est appelé 
sommet de la courbe, La figure 3 donne dans un repère orthogonal les courbes C, (a 0) 
pour diverses valeurs de a. 


EXERCICES 


Soient les fonctions définies par x 1—— f, (x) = ax? (a € R*) et C, la courbe 
représentative de fs. 


1. Quelle est l'équation de la transformée de C, dans l’homothétie de centre 0 et de 
rapport k (ke R*)? 


2. Quelle transformation géométrique permet de transformer C, en C., lorsque 
les axes sont orthogonaux? 


fig.3 


7, 4 PROBLÈME RÉSOLU ——— 


On considère les fonctions f,, définies pour tout x de R par 

Lu C9 = On — 1) 2 + 2 mx + 1 — 3m 
où m est un paramètre réel quelconque et leurs courbes représentatives C dans un plan 
rapporté à un repère (O, ï, j) 
1. Étudier, suivant les valeurs de m, le sens de variation de fn. Faire dans chaque cas un 
tableau de variation. 
2. Démontrer que les courbes C,, paÿsent par des points fixes dont on déterminera les coor- 
données. 
3. Combien passe-t-il de courbes C,, par un point donné M5 (xo, Ye) du plan? 


1. Les fonctions f,, sont définies et continues sur [R, comme toutes les fonctions poly- 
nômes. Calculons la dérivée de ,, pour en déduire le sens de variation de fn. On a 


fa = 200 —1)x+ 2m. 


a) m= 1. /, est une fonction affine : 
fh@=2&—1), 10 


2. 


La dérivée est positive pour toute valeur de x. f, est une fonction strictement croissante 
2x = +00 


ae 


im 2x—= —00. 


lim A @=— 
arte 


lim f@= 
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On obtient donc le tableau de variation suivant : 


b) m# 1. f, est une fonction du second degré. 


Sa dérivée s'annule lorsque : x = — —”! 


Le signe de cette dérivée est indiqué dans 
fe les tableaux de variation ci in 
que l’on a m > 1 ou m < 1 (on justifiera les résultats). Dr a 


m<1 m>1 


On a fu (—") = Cm; ï 
z me il y a maximum pour m < 1 et minimum 
pour m > 1, 
D'autre part Him fs (9) — lim (m — 1) 44, d'où : 
rar Pres À 5 
Sim <1 lim (mn — 1)xt = — 0 
LE “ 
Sim> 1 lim (m — 1)x? = + 00 
Vat-e+ © 4 


2. Si les courbes C,, passent par un point fixe M (x, y), les coordônnées de M vérifient : 
MER) n—DÉ+2mxe+1— 3m y, 


ou encore 


UMER) mG+2x 3241 y—0. 


Les coordonnées x et y d'un point fixe vérifient donc : 


c'est-à-dire 


ILexiste donc deux points A (1, 0) et B (— 3, — 8) par lesquels passent toutes les courbes 
Cu La figure 4 illustre les résultats trouvés. 


3. Si une courbe C,, passe par un point M (x vo), les coordonnées de M, vérifient 
l'équation de C,. La valeur du paramètre m attachée à la courbe C,, passant par M est 
donc racine de l'équation : . 

vo= (m1) x + 2 mx + 1 — 3m 


ou encore 
@ m8 + 2x0 — 3) 38 ot 1=0 


Premier cas : 8+2x0—3%#0 c'est-à-dire xpé (1, — 3}. 
L'équation (1) admet une solution unique. 
Appelons D la droite d’équation x — 1 et D' la droite d’équation x = — 3. 
Le résultat obtenu peut donc s'écrire : 
Si M, # DU D’, alors il passe par M, une courbe C,, unique. 
Deuxième cas : x € {1, — 3}. 
xo—1  () n’admet aucune solution si y, 0 
(1) est vérifiée pour tout m si y — 0, ce qui signifie que toutes les courbes 
passent par le point (1, 0), résultat déjà trouvé à la question précédente 


(point A). 
x— — 3 (1) n'admet aucune solution si yo # — 8. 
(1) est vérifiée pour tout m si Yo = — 8, c'est-à-dire si M, est en B. 


Résumons les résultats. 


Mo# DU D’. Il passe par M, une courbe C,, unique. 


M€ {A, B} Toutes les courbes C,, passent par M. 
M, ED U D’ 
etM, € {A, Bj Aucune courbe C,, ne passe par My. 


7.5 RÉSOLUTION GRAPHIQUE D'INÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 
2) Exemple. 
Étudions le signe de E (x, y) = y — x? + 4 x — 5 en liaison avec la position du point 
M (x, y) d'un plan rapporté à un repère (O, %, ÿ). 
Soit C la courbe représentative de la fonction définie pour tout x par f(x) = x? — 4x + 5 
Gg. 9. Soit P le point de C qui a même abscisse que M et H le point de xx qui a 
même abscisse que M. P a pour coordonnées (x, x? — 4 x +- 5); donc 


TENTE CD UE + PSN 


>" Elx,y)=0 
fig. 5 


On en déduit pour tout x réel 
EGP >0 <—> PM>0 <> M sau-dessus » de P; 
EGP =0 <—> PM=0 <> MP; 
EGYN<O0 <—> PM<0 <> M «au-dessous » de P. 
La courbe C partage donc le plan en trois sous-ensembles 
1: les points situés «au-dessus » de C ont des coordonnées qui vérifient E (x, y) > 0, 
2. les points qui appartiennent à C ont des coordonnées qui vérifient E (x, y) = 0. 
3. les points situés « au-dessous » de C ont des coordonnées qui vérifient E (x, y) < 0. 
b) Cas général. 
Soit à étudier le signe de E (x, y) — y — ax? — bx — c. 
Supposons construite la courbe représentative C de la fonction f définie pour tout x par 
SG) ax? + bx + c, dans un plan rapporté au repère (0, % 5). Soit M (x, ») un point 


ï P 
quelconque de ce plan et P le point de C de même abscisse que M. Les coordonnées de 
sont (x, ax? + bx + 0). On a 

PM — y — (ax + bx + 0 = EC, »). 

Pour toute valeur de x, on a donc les résultats suivants : 
ERD>0 <> PM>0 <> M est «au-dessus » de P; 
Ex »=0 <—> PM=0 <> M=P; . 
EGP <0 <—> PM<0 <—> M est « au-dessous » de P. 
ï is sous-ensembles : tout point de C 
ite, la courbe C détermine dans le plan trois sous c 
ire E (x, ») = 0 et, de part et d'autre de C, E (x, ») 0 et prend des signes 


EE lorsqu'on doit étudier le signe de Ex, D=y— (a+ A 

Essai C; dé détermine le signe de E (xo, Yo), (xo et Jo étant des Es ne se 
rdonnées d'un point M, n'appartenant pas à C). Les coordonnées x Se Ron 

pr région du plan limitée par C et contenant Ms ‘donnent àE @ pile Aer ie 

couple (x, 4). Les coordonnées des points de la région du plan située de l'ai 

donnent à E (x, y) le signe opposé. 


<) Exercices résolus. 
Exercice 1. Résoudre le système 


2»—%+2x>0 
o |? 


x+y—1<0 
Quels que soient les nombres réels x et y on a 
P> 43e x 


je Pre. 


Construisons la courbe C représentative de la fonction f définie pour tout x par 


1 
SD =3% —x 


et la droite D d'équation x + y — 1 = 0 (fig. 6). 


fig.6 


Le couple (1, 0) vérifie l’inéquation 
ju q 2y—x?+2x > 0. Donc les coordi é 

S points situés dans la région A « au-dessus » de la parabole vérifient re = Se 
Fe ee (0, 0) VER, l'inéquation x + y — 1 < 0. Les coordonnées de tous pas 
La ESA se CARO : limité par D et contenant 0 vérifient donc cette Éoe 3 

e nt les coordonnées vérifient le systè: ti 
RACE (Ed nee Ci Pt DE Mae 
Exercice 2. Résoudre l'inéquation 


Q GCyr-x+2%)(x+y—1)<0. 
Comme dans l'exemple précédent, construisons la courbe C de la fonction [ définie par 


1 
Le ; me 
SG = 3x — x et la droite D d'équation x + y — 1 — 0 (fig. 7). La courbe C et la 


AE Re dans le plan cinq régions (frontières éxclues) où les deux nombres 
y et(2y — x? + 2 x) prennent les signes indiqués dans le tableau ci-dessous : 


Les points dont les coordonnées vérifient li posée 
À nt l'inéquati 
régions II, IV et V teintées sur la figure 7. ESS Me en 


fig.7 


7.6 MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORMÉMENT VARIÉ 


a) Définition et caractérisations. 


DÉTDS. se 
On dit que le mouvement rectiligne d'un point M est uniformément varié pendant 
l'intervalle de temps 1 si et seulement si l'accélération de M est constante et non nulle 
sur. 


La définition suppose donc que f" est deux fois dérivable sur I et qu'il existe a 7< O tel que 
QreD  f'O—a. 
Autrement dit, pour tout 1 de I la dérivée de f est a; considérons la fonction g : 
ti at; pour tout # de Ion a g'()— a, donc f' — g est constante sur I (cf. corollaire 
du théorème 1 du $ 6. 2), il existe donc b tel que 
Gel f'O=at+b. 


aux opérations sur les fonctions dérivables (cf. $ 5. 2) nous donnent 


la fonction ti—+ À a pour fonction dérivée : 1 1—+ 2t 


— 5e _- Li— at 


it at + b 


donc la fonction f'et la fonction h sont telles que, pour tout de I, f' (1) = h' (0); d'après 
le corollaire du théorème 1 du $ 6. 2 il existe donc c tel que 


af 
ren fO=7+bt+e. 


Réciproquement si l'équation horaire de Mest 


x=/0= ++ e 


pendant l'intervalle I, on a pour tout f del 
f'Ô= at+b, 
f'@= a. 


Concluons : 


Théorème. 

Le mouvement rectiligne d'un point d'équation horaire x = f (t), pendant l'intervalle 
de temps !, est uniformément varié si et seulement si : 

est sur, une fonction polynôme du second degré ou encore si, sur 1, f' est une fonction 
affine non constante. 


Interprétation des constantes a, b, €. 

Soit un point M animé d’un mouvement uniformément varié d'accélération y 7 0; pour 
simplifier, nous l'étudierons dans 1— IR; dans chaque cas particulier on restreindra 
l'étude à l'intervalle {f;, 12} où a lieu effectivement le mouvement. 
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A l'instant r— O le mobile est en M, et est animé d'une vitesse »,, on pose OM, — x; 
on a donc 
x=fO=5$8+b+e 


v=—f = at+b 
Y=f"O=a 


JO) 


f' 0) 
f'O— 


Nous avons donc pour tout 1 réel 


@ x = SO = 3 V6 + mt + x 


@ v=fO=vttr 


b) Étude du mouvement; diagrammes des espaces et des vitesses, 


Étudions les variations de la fonction espace f; les résultats du $ 7. 3 nous permettent de 
construire les tableaux de variations ci-dessous. 


La fonction f’ prend la valeur 0 pour 1 — — et, pour cette valeur du temps, f présente 


un maximum (si y < 0) ou un minimum (si y > 0) dont la valeur x,, est 


v=f'® 


Xm 
x=f® LEA SR 


œ 


Dans tous les cas, c’est-à-dire quel que soit le signe de y, on a les résultats suivants : 


1 pee vy <0, 
Yo, 
21>—+4 yy>0. 
k à 
L’accélération étant constante, dans le premier cas (: <= F) nous dirons que le mou- 


vement est uniformément retardé et, dans le deuxième cas (: Fe 2) que le mouvement 
est uniformément accéléré. 


Les figures 8 donnent dans chacun des deux cas (y > 0 et y < 0) conjointement les dia- 
grammes des ji i ï ge). 

ces (en noir) et les diagrammes des vitesses (en rou: à 
Le TES espaces est une parabole qui, en axes rectangulaires, a pour axe la 


Vo. 
K int 9 x = Xe 
droite # 2 et pour sommet le point DE 7m 


Yo 
j fat = 0. 
Le diagramme des vitesses est une droite passant par le point f y 


Sur ces figures nous constatons que pour deux instants #' et ” symétriques par rapport 


à l'instant 1= — !° où la vitesse est nulle, le point mobile occupe sur la droite D une 
Y 


même position et, si sa vitesse est v à l'instant f', elle est — v à l'instant #”. 
EXEMPLE 
x=f{t)=1#—61+# 17 dans 1 = [, 7] 


‘accélération + est égale à 2 > 0. à 
D PO 21e 6/0 = 0 pour 1 = 3 d'où le tableau 


Construire à titre d'exercice le diagramme des espaces et celui des vitesses. 
Pour # — 1, M est en M, (x = 12) avec la vitesse » 
dans le sens négatif de l'axe porté par D. 


Pour 1< 1 < 1; = 3, le mouvement est retardé (» y < 0); le point M va de 
Mi 


— — 4, le point se déplace 


2) à Ma (x — 8); | » | décroit et tend vers zéro lorsque 1 tend vers #; = 3. 
3, passe d’une valeur négative à une valeur positive, le point rebrousse 


< 1< fs — 7, le point se déplace dans le sens positif de l'axe, le mouvement 
est accéléré (v y > 0); le point M va de M, (xy = 8) à Ms (xs = 24) avec une 
vitesse croissant de O à 8. 


Ces résultats sont schématisés sur la figure 9. 


fig. 9 


On constate que pour # = 5 le point M repasse en M, (x = 12) avec une vitesse 
=—n=4 


EXEROICES 
Étudier les mouvements d'équations horaires suivantes, dans les intervalles indiqués : 


L —61+17 dans [0, 1], puis dans [4, 7]. 
2 


#+41—1 dans [4, 8], puis dans [0, 4]; puis dans [1, 5] 


On construira dans chaque cas le diagramme des espaces et celui des vitesses. 


<) Forme réduite des équations du mouvement uniformément varié. 
Mettons le binôme et le trinôme donnant respectivement v et x à l'aide de s sous forme 


canonique ; nous avons, puisque y est non nul 
v 

V=yt+ n=r(r+) 

1 1 v 

sTed =: x 

Æ=3vf rx = 3x [(e+ 2 


1 2 
=3r(+1) + Xm 


en posant x, — x0 — ä abscisse du point M à l'instant où » — 0; x,, est l’extremum 


3 v 
de la fonction espace. Pour 1 = — Fe onax = xm. 


w 
Prenons comme nouvelle origine des temps l'instant — Fe où v est nul et comme nouvelle 


origine sur l'axe où se déplace le point M le point d' ancienne abscisse x,,; repérant respec- 


tivement par T et X le temps et la position de M Par rapport à ces nouvelles origines 
nous avons 


IL. Fonctions polynômes du 3° degré et applications 


7.7 ÉTUDE D’EXEMPLES 


d'où les nouvelles équations du mouvement appelées formes réduites 


G) 


@) 


d) Relation entre l'abscisse et la vitesse. 


] La Mel 


Cette formule (5) n'est valable que si l’origine des temps est l'instant où » = 0 et l'origine 
sur D la position du point M à cet instant (où v = 0). 
Si nous revenons au cas général, dans lequel pour # 


onax= xpetv= v, on obtient 


à = 
rs = (sx +2) 27 xD + % 


On voit sur cette formule que si le point M, dans son ren ss Re EE 
int d'absci lors à l'instant # et 5 
Il rret s 1, par le point d'abscisse x, al + at 
pu pit nous avons vu plus haut en étudiant les variations de # — fo et 
Li f' (o), que pour r et 1’ les vitesses sont opposées. 


a) Étude de f : x — x. 
é ine de définition et de continuité. | 
es f'est une fonction polynôme donc D = IR et elle est continue pour tout 
x de R. 


Pour tout x appartenant à IR, f(— x) = — f(x); fest donc une fonction impaire, Il suffit 
d'étudier son sens de variation dans IR. 
2. Limites. 


lin G)= He =" 00 


Éroer 
iation. 
3. Sens de variati Fans 


Pour toute valeur réelle strictement positive de x, f' (x) > 0, donc f est une fonction 
strictement croissante dans 4. 
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4. Tableau de variation. 


5. Courbe représentative C. 
Déterminons les coordonnées de quelques points pour préciser la forme de la courbe 


La fonction / etant une fonction impaire, quel que soit le repère choisi, la courbe repré- 
sentative admet le point © pour centre de symétrie (fig. 10). 


Ce point O est un point d'infiexion. En effet, f' (0) — 0 indique que la tangente en O est 
l'axe x'x. Pour toute valeur strictement positive de x, f(x) >> 0, et par suite la partie cor- 
respondante de la courbe est située « au-dessus » de l'axe x'x. Pour toute valeur stricte- 
ment négative de x, f(x) < 0, et la partie correspondante de la courbe est située « au- 
dessous » de l'axe x'x; C traverse donc sa tangente au point O. On peut justifier ce résultat 


à l’aide de la dérivée seconde définie par f” (x) — 6 x : elle s’annule en changeant de signe 
pour x = 0. 


b) Étude de f : x ——— —x+ 3x. 
. ine de définition et de continuité. ; 
pre f'est une fonction polynôme donc D — IR et fest continue pour tout x réel. 
2. Étude des limites. 
lim f(x = lim (— x) = — ©, 
ES are 
puisqu'un polynôme a même limite que son terme de plus haut degré, lorsque | x | tend 
vers + 00, De même 
lim SG) = lim (— x) = + 00. 
— — 


3. Sens de variation. 
f'O=-3#+6x 

=—3x@—2 
f'G@=0 sietseulement si x—0 où x—2. 
Indiquons le signe de /” (x) dans le tableau de variation. 
4. Tableau de variation. 


f@=—8+12= +4. 
La fonction f'admet un minimum relatif égal à © pour x = 
à + 4 pour x = 2. 


5. Courbe représentative C. d 
Déterminons les coordonnées de quelques points 


0 et un maximum relatif égal 


Remarquons, d'autre part, que f” (0) — 0 et f' (2) — 0. Ences points, la tangente est donc 


parallèle à l'axe x'x. 
D'autre part 


f'@=-6x+6 —6(x—1) 


f" () = 0 et f” (x) change de signe pour x — 1. 


1 
C admet donc un point d’inflexion X, pour x = 1, d'ordonnée + 2. © Étude de fix —— #+5#+x—3 
Le schéma de C semble symétrique par rapport à I. Démontrons que I est effectivement Fr 
un centre de symétrie pour C (fig. 11). 1. Domaine de définition et de continuité. a 
D=R. 


2. Étude des limites. 
lim f@ = lim x = +0 
+ arts 


ets > 
lim fG@ = lim x = — 0. 
pe — 

3. Sens de variation. 


f'@=3#+x+ 1 


Pour tout x réel f’ (x) > 0, f'est donc une fonction strictement croissante sur R. 


4. Tableau de variation. 


fig. 11 


Effectuons un changement d'origine du repère. Prenons 1 comme origine. Soit (X, Y) les 
coordonnées d'un point M quelconque du plan par rapport au repère (1, ?, #), (x, ») étant 
ses coordonnées par rapport à (O, ?, f). Nous avons les relations : 


OM = xi + y 


Oi =f+2/ (puisque I a comme coordonnées (1, 2)) n 5. Courbe représentative C. ' 
M =xi+ vf Indiquons d'abord les coordonnées de quelques points 
OM = OÏ + IM 


d'où +yi=i+af+xi=m+oiræ+ni 


L'unicité de la décomposition d’un vecteur dans une base nous donne les formules de 
changement de repère : 


x=x+1 
Y=Y+2 
Un point M (x, y) appartient à C si et seulement si f'O=6x+1 
r 
= z 1 d 
#+3x À É ) 0 et f(x) change de signe pour x = — la courbe (C) admet done un 
le point M (X, Y) appartiendra donc à C si et seulement si k 1 Mi 
Y+2=—&+1P+3@X+ 1); point 'ilexion 1 (— 3: — 1) | 
3 1 | 
ou encore n-( à All 
1-9 +3 6 | 
Y=-X+3%X. 6 Ge ; 
F1 
La fonction F, définie par F (X)— — X® + 3 X est une fonction impaire. Sa courbe = mt nt 


représentative qui est C admet I pour centre de symétrie. 157 | 
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mel 8 1, 46.648 
676 216 16 

= - 682 _.. 341 

CES 


Cherchons si, comme dans les exemples précédent: int d'inflexit 
symétrie de C (fig. 12). ; rs LES 


fig.12 


Soit (X, Y) les coordonnées d’un point M dans le repère (1, %, 3), (x, ») étant les coordon- 
nées du même point dans le repère (O, à, j), nous avons 


x=X—Z 
341 
Pet 


Par suite, la relation entre X et Y, coordonnées d'un point quelconque de C dans le 
repère (1, à, 3) est 


#41 15,1 1° 
vf (x-6) +3(x-2) +(x-2) 3. 
s 11 
On vérifera que Y — X® + 5; X; il en résulte que C est dans (I, £ /) la courbe 


LA : 11 SL 
présentative de F : X +—— X3 + 15 X, fonction impaire; donc I, point d'inflexion 
de C est centre de symétrie de C. 


d) Exercice résolu 


Montrons que la courbe représentative C de la fonction f définie pour tout x par 
f@= ar +bx+ex+ d (a 0) 
a un point d’infiexion I et que ce point I est centre de symétrie de C. 


En effet on a f(x) = 6 ax + 2b — 0 pour x = x9 = À et fr) CL 


signe pour x. Le point I (o, Ya) où Yo — (x) est donc le point d'inflexion de C. 
Le point M ayant pour coordonnées (x, y) dans le repère (0, %, j); ce même point a 
dans (1, %, 3) des coordonnées (X, Y) telles que 

x=x+X 

P=n+Y 


La courbe C a pour équation 
y= a + bé + ex + d 

dans le repère (0, , 3), elle a done pour équation dans le système (1, à, ÿ 

Y+r=aX+ x) + b + xD + € X+ x0) + d 
sans faire tous les calculs nous voyons que cette équation peut s'écrire 

Y = AX2+ BX?+ CX+ D; 
on voit immédiatement que À = a et D — 0 car la nouvelle origine I est un point 
de C. La courbe C est donc, par rapport à (1, %, ÿ) la courbe représentative de la 
fonction F 
FiX +, aX°+ BX'+ CX. 
Nous savons que le point I, de coordonnées (0, 0) dans le nouveau repère est point 
d'inflexion de C, on doit donc avoir F' (0) = 0, or 
F'(X) = 6aX+B; 


la.condition F(0) = 0 entraine B = 0; donc [dans le nouveau repère l'équation 


de Cest 

Y=axX + CX, 
la fonction F est donc impaire et le point d'inflexion 1 de C est bien centre de symé- 
trie de C. 


1. 8 EXEMPLES D'ÉTUDES D'ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ — 


a) Discussion d'une équation. 
Déterminer le nombre d'éléments de 
S= (xER|Ix—x+2—m=0} 


suivant les valeurs du paramètre réel m. 
1. Le nombre d'éléments de S est le même que le nombre d'éléments de C N D où C 
est la courbe représentative de la fonction f définie par f(x) = x° — x + 2et D la droite 
d'équation y = m. 
En effet, l'équation aux abscisses des points d’intersection de C et D s'obtient en élimi- 
nant y entre les équations de Cet D : 

y=x—x+2 

y=m 


et on obtient l'équation donnée. 
2. Nous allons d’abord étudier la fonction f, puis construire C. 


Étude de f. 
D=R. 
lim fG@ = lim x= + 0; lim f(x) = lim x = — 00., 
a+ ae ee — 
f'@=3x—1 
f'@=0 pou xe V3}. 
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Tableau de variation La courbe C admet un point d’inflexion I (0, 2) puisque f” (x) — 6 x s'annule et change 


de signe pour x — 0 et que f(0) — 2. 
Ce point I est centre de symétrie. (Faire le caleul ou appliquer le résultat du $ 7. 8 d.) 
La droite D d’équation y — m est une droite parallèle à l'axe x'x. 


3. Nombre d'éléments de S. 
si me]-=2-2%9{ 0h42 4f S = {x}, 
puisque C n D ne contient qu'un seul point. 


si meh-2%32+ 29] S= tr», #1) 


puisque C n D contient 3 points. 
VE PER EN S = {',x} 


Caeons  (e VA) où e = + 1 ou — 1 LRGELET si mef2- 


l'une de ces deux racines est double puisqu'elle correspond au point de contact de C avec D 
qui lui est tangente (les deux points communs à D et C sont venus se confondre). 


b) Résolution approchée d’une équation. 


Déterminer à 102 près la ou les racines de l'équation 


d'où ALA)AESE . AA ELLE 28% +3x41=0. 


3 1. Cherchons d'abord le nombre de racines de cette équation en étudiant le nombre de 
Courbe représentative C (fig. 13). points d’intersection de la courbe représentative © de f définie par 


Elle admet deux points où les tangentes sont parallèles à l'axe x'x : les points d'abscisses f@=2%—x#+3x+ 1 
f'est définie et continue pour toute valeur réelle de x. 
JH=2#—-x+3x+1, 
f'HO=6x—2x+3, 
ŒxeR) f'G>0 (ar le discriminant est négatif). 


La fonction f est donc strictement croissante dans IR. Son tableau de variation est le 
suivant 


(On justifiera les limites indiquées.) 
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La fonction f'étant une application strictement croissante et continue de [R sur !R, elle 
prend une fois et une seule toute valeur réelle, en particulier la valeur 0. Il y a donc pour 
l'équation considérée une seule racine Xy. 


2. Essayons d’encadrer la racine x4 par deux nombres différents d’une unité, puis de 10-1 
unité, puis de 10-? unité, en remarquant que si l'on trouve deux nombres a et b tels que 
S@)<0etf(b)>0, alors a < xp <b. 


Nous obtenons les calculs approchés suivants, effectués à la règle à calcul, pour les der- 
niers d’entre eux. 


—0,5 |—0,125 | — 0,250 


— 0,4 |— 0,064 | — 0,128 


—0,3 |— 0,027 | — 0,054 
— 0,3 < x9 < —02 
— 0,2 |— 0,008 | — 0,016 


— 0,28 | — 0,0219) — 0,0438] 
— 0,29 | — 0,0244| — 0,0488] 


— 0,30 < x9 < — 0,29 
— 0,30 


L'équation proposée a donc une seule racine x, telle que 


— 0,30 < x9 < — 0,29. 


7. 9 RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME D’INÉQUATIONS 


Résoudre graphiquement le système 


p+—2x<,0 


œ y—x<0. 


La résolution de ce système revient à déterminer l’ensemble des points du plan rapporté 
au repère (O, ï, j) dont les coordonnées (x, y) vérifient (1). 


Construisons les courbes représentatives Ci et C4 des fonctions définies par 
h@=—6+2x à Rx 


Les tableaux de variation de f, et f, sont les suivants (on le vérifiera) : 


Soit un point M (x, ») du plan dont les coordonnées vérifient 

@ Y+x—2x<0 

Soit P (x, fi Go) le point de C, qui a même abscisse que M, on a 
PM=y— fi = y+ x — 2x. 

D'après (1), PM < 0. Cela se traduit graphiquement par le fait que le point M est situé 

«au-dessous » de la courbe Cj, puisque la propriété que l’on vient d'établir est vraie quel 

que soit x réel. Appelons R, cette région. 


Supposons que les coordonnées (x, y) de M vérifient aussi 
2 y—x<0. 
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Le point N de C; qui a même abscisse que M a pour ordonnée f, (x) et il vérifie 
NM=y—f =>. 


D’après (2), quel que soit x réel, NM < 0. Le point M est donc situé « au-dessous » de la 
courbe (C). Appelons R; cette région. 

Les deux inéquations devant être vérifiées simultanément, les points dont les coordonnées 
vérifient le système constituent l’ensemble R, N R;, ensemble teinté sur la figure 14. 

On remarquera que les courbes C; et C se coupent aux points d'abscisses x vérifiant 


—H+2x=x 
c'est-à-dire #—2x+ = 0, 
ou encore xx —1)(œ&+2)=0. 


On a donc pour C, et C; les points communs O (0, 0), A (1, 1), B(— 2, 4). 


III. Fonctions polynômes de degré » > 3 et applications 
poly LC A 


Dans le cas où f'est un polynôme de degré n — 2 ou n = 3, l'équation f(x) = 0 est 
au plus du second degré ; lorsque n > 3 cette équation est au moins du troisième degré : 
pour un exemple quelconque il sera difficile d'étudier le signe de la dérivée. Aussi 
nous nous contenterons d'exemples où l'équation f' (x) = 0 a des racines en évidence 
@, 1... par exemple) ce qui permettra dans les cas étudiés de trouver toutes les racines 
de f' (x) = et de poursuivre l'étude jusqu’au bout ; mais ces exemples ne sont que des 
cas particuliers. 


7. 10 ÉTUDE D’EXEMPLES DE FONCTIONS DU 4° DEGRÉ 


a) Étude de la fonction f: x + x1+ x?. 


1. Domaine de définition et de continuité. 

La fonction f'étant une fonction polynôme est définie et continue pour tout x réel. Donc 
D=R. 

La fonction f'est une fonction paire. Nous allons l'étudier dans D, — IR... 

2. Recherche des limites. 


lim f(x) = lim xt = + 00. 
late CS 


3. Sens de variation. 
J'G=48+2x=2x (2x + 1). 


Donc pour tout x >0 f'(x)>0; fest donc une fonction strictement croissante 
sur R,. 


4. Tableau de variation. 


5. Courbe représentative C. , 
La fonction f étant une fonction paire, dans un repère orthogonal la courbe C admet y'y 


pour axe de symétrie (fig. 15). y 


fig.15 


f' (0) = 0. Donc la tangente en 0 à C est l'axe x'x. à . 3 
f"(@)= 12x24 2. f"(x) ne s'annule pas. C n’admet pas de point d'’inflexion. 
Déterminons les coordonnées de quelques points pour préciser la forme de C. 


REMARQUE 
La courbe n'est pas une parabole. 
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b) Étude de la fonction f: x — j at + 4x + 34 — 2x. 


1. Domaine de définition et de continuité. 
La fonction f est une fonction polynôme. Donc elle est défini ï 
x t définie et conti 
valeurs réelles de x. D — MR. RL 0 
2. Recherche des limites. 
lim f(x) = lim (- 


lite ete 


3. Sens de variation. 

S'O— — 6x8 + 12x24 6x — 12 
—6x(—1)+ 120 — 1) 
= — 6(x — 2) (x — 1). 


Le signe de la dérivée est indiqué dans le tableau de variation. 
4. Tableau de variation. 


5. Courbe représentative C. 


SC D= 0.7/0) 0, f'(@)— 0: Done € admet des tangentes parallèles à l'axe 
x/x aux points d’abscisses — 1, 1, et 2 (fig. 16). 


Déjerminons les coordonnées de quelques points pour préciser la forme de la courbe. 


18x+ 24x46 
6-3 + 4x + 1); 


f" (x) = 0 si et seulement si x — Ca en + = 2 Mo 


fig. 16 


f" (x) s'annule et change de signe pour ces deux valeurs de x. C admet donc les points 


7 sm 
d'abscisses ee et ET comme points d’inflexion. 


7.11 EXEMPLES DE DISCUSSION GRAPHIQUE D'ÉQUATIONS DU 
RS mem 


4° DEGRÉ 


a) Exemple 1. Déterminer suivant la valeur du paramètre m le nombre des racines de l'équa- 
tion 


@ F-28424 m0 


L'équation (1) est l'équation aux abscisses des points d’intersection de la courbe C 


1 
d’équation y 3“ — 2x4 2et de la droite D,, d'équation y = —m. Pour une 
valeur donnée de m, le nombre de racines de (1) est le même que le nombre de points 


d’intersection de C et D. 
à : 1 : 
Nous allons donc étudier la fonction f définie par 1@— ä x4 — 2 x? + 2, construire 


sa courbe représentative C et discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de points 
d’intersection de C et D. 
Étude de la fonction f. 
La fonction f est définie et continue pour toute valeur réelle de x. Elle est paire. Il suffit 
donc de l’étudier dans R,. 

SG = 4x2 x — 4). 


Le tableau de variation de f est donc le suivant : Discussion de l'équation (1). 


— m < — 2 c'est-à-dire m > 2 (1) n’admet aucune 
solution 


—m=—2 D,, est tangente à C | (1) admet deux racines 
c'est-à-dire m — 2 : doubles égales à 
—2@æ+2 
—2<m<2 D,, coupe C en 4 points | (1) admet quatre racines 
1 c'est-à-dire — 2 < m < 2 | deux à deux symétriques | distinctes deux à deux 
Mira G) ru lient 0 par rapport à y'y. opposées. 


Courbe C : dans un repère orthogonal, elle admet y'y pour axe de symétrie et ses tan- = x 
gentes aux points d’abscisses — 2, 0 et 2 sont parallèles à x'x (fig. 17). —m=2 D, coupe C en 2 points | (1) admet deux racines 

c'est-à-dire m — — 2 symétriques par rapport | opposées et une racine 
à y'y et est tangente à | double nulle. 


y C au point d’abscisse 0. 


+ 

—m>2 D,, coupe C en 2 points | (1) admet deux racines 
c'est-à-dire m < — 2 | symétriques par rapport | opposées. 

à yy. 


REMARQUE 


Pour la discussion de l'équation (1), nous n'avions pas besoin des points d'inflexion 
de C; cherchez-les à titre d'exercice. 


| b) Exemple 2. 
Discuter l'existence des racines de l'équation 


3 1 
@ 5*#+5#—-4-m=0 


et leur position par rapport aux nombres — 1 et 2 suivant les valeurs attribuées au para- 
mètre m. 


Les racines de l'équation (2) sont les abscisses des points d'intersection de la courbe C 


3 
d'équation y = 3 xt + 3e — 4 et de la droite D,, d'équation y = m. 


Nous allons donc étudier la fonction f définie par f(x) = 3e die È x? — 4, construire 


sa courbe représentative C et étudier les abscisses des points d’intersection de C et D,, 
lorsque ces points existent. 
Étude de la fonction f. 


3 1 
OO =; 34. 


Cette fonction f est définie et continue pour toute valeur réelle de x. Elle est paire. Il 
suffit de l'étudier dans R,- 


f'O=66+x=x(6x +1) 


Le tableau de variation de f est le suivant 


lim ZG = lim ( 
mord EE Tupd 


Courbe C. 


#La fonction f étant une fonction paire, dans un repère orthogonal, C admet y'y pour 
axe de symétrie (fig. 18). 


fig.18 


Marquons les points A et B de C d’abscisses respectives — 1 et 2 : 
fGD=-2; f@=2 
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Donc A a pour coordonnées (— 1, — 2) et B (2, 22). 

Discussion de l'équation (2). 

Nous allons discuter le nombre de points d'intersection de C et D,, et comparer les 
abscisses de ces points d'’intersection aux abscisses de A et B, ce qui revient à repérer 
la position des points d’intersection de C et D,, sur les trois arcs déterminés sur C par 
A et B. 

Appelons JAz') l'arc correspondant à x < — 1, JAB[ celui correspondant à — 1 < x < 2 


et JBz) celui pour lequel x > 2 (fig. 18). 


CanD,=# 


(2) n’admet aucune racine 


D,, est tangente à C au point 
d’abscisse 0. 


(2) admet une racine double 
nulle. 


D,, coupe C en deux points de 
l'arc JABL. 


(2) admet deux racines x’ et x” 
telles que — 1< x' < x" <2 


D, coupe C en deux points, 
le point A et un point de l'arc 
JABI. 


(2) admet deux racines x’ et x” 
telles que x'= —1< x" < 2. 


—2<m<2 


D,, coupe C en deux points, 
l'un de l'arc JAz'), l’autre de 
l'arc JAB[. 


(2) admet deux racines x’ et x” 
telles que x! < — 1 < x" <2. 


D,, coupe C en deux points, le 
point B et un point de l'arc 
JAz). 


(2) admet deux racines x’ et x” 
telles que x <—1<2= 


D, coupe C en deux points 
situés l'un sur JAz') l’autre sur 
]B:). 


(2) admet deux racines x’ et x" 
telles que x! <— 1 < 2 < x". 
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7. 12 EXEMPLE DE RÉSOLUTION GRAPHIQUE D’UNE INÉQUATION — 
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Résoudre graphiquement l’inéquation à deux inconnues x et y : 


Q@) Gy—x+6x+2)(—x+2y+2 <0 


Nous allons déterminer graphiquement les signes de 4y — x + 6x2 2et de — x + 2y +2 
suivant la position d’un point M (x, y) dans un plan rapporté à un repère (O, %, j). 
Nous en déduirons l’ensemble des points M de ce plan dont les coordonnées vérifient (1). 
Signe de 4y — x4 + 6x? + 2. 

Par analogie avec ce qui a été fait précédemment dans le cas d’inéquations du second 
et du troisième degré, nous allons étudier la fonction f définie par 


hrs 1 
f@O=zR 5e; 


et construire sa courbe représentative C. 

La fonction f est une fonction définie et continue quel que soit x réel, donc D = R. 

C'est une fonction paire que nous allons étudier dans R,. 
S'@=x—3x= x (x —3) 


lim fG) = lim ( 
Pi Le 


La courbe représentative C de cette fonction, que nous représentons dans un système 
d’axes orthogonaux xx, y'y, est symétrique par rapport à y'y (fig. 19). Soit M (x, y) 
un point quelconque du plan et P le point de C ayant même abscisse que M; son ordon- 
née est f (x). Nous avons PM — y — f(x). Le signe de 4 y — x4 + 6 x? +- 2 est donc 
le même que le signe de PM. Par suite, 4 y — x — 6 x? + 2 prend une valeur numé- 
rique positive lorsqu'on remplace x et y par les coordonnées d’un point M situé « au- 
dessus » de la courbe C et une valeur numérique négative lorsque x et y sont les coor- 
données d'un point situé « au-dessous » de C. 

Signe de — x+ 2y+ 2. 

Nous pouvons représenter la droite D d’équation — x + 2 y + 2— 0. Elle partage 
le plan en trois régions : 

« au-dessus » de D (par exemple pour © (0, 0)) 
sur D, —x+2y+2=0, 

«au-dessous » de D, —x+2y+2<0. 


—x+2y+2>0, 


Résolution graphique de (1). 
Représentons C et D sur un même graphique (fig. 19). 


fig. 19 


Les courbes C et D’ déterminent dans le plan 7 régions que nous numérotons de I à 
VII. Nous indiquons dans un tableau les signes pris par 4y—x#+6x?+2 et 
— x+ 2y+ 2 dans chacune de ces régions. 


47-24 +6x +2 


—x+2r+2 


y — 2x4 +6x+2) 
Gx+2»+2 


Les coordonnées des points situés dans les régions II et VI ou sur les courbes C et D 
ne vérifient pas (1), puisqu'elles rendent le premier membre de (1) positif ou nul. 
Les couples (x, y), coordonnées des points des régions I, IL, IV, V, VIE, vérifient l’iné- 
quation (1) : ces régions ont été teintées sur la figure 19. 


7. 13 EXEMPLES DE FONCTIONS POLYNOMES DE DEGRÉ, », 4 


a) Exemple 1. 
Étude de la fonction f: x »—> 32% — 3% + 1. 
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Domaine de définition et de continuité. 


La fonction f est une fonction polynôme. Elle est donc définie et continue pour toute 
valeur réelle de x. D— R. 


Recherche des limites. 


5 " 1 
pe = in, (s *) 
Donc : lim f(#)— +o et lim f(x) = — co. 
es — 


Sens de variation 
J'O = x — x 
= (2—1) 
JG) s’annule pour les valeurs 0, — 1 et 1 de la variable, mais change de signe seule- 


ment pour lés valeurs — 1 et 1. 
Tableau de variation 


Courbe représentative C. 


Elle admet trois tangentes parallèles à l'axe x'x aux points dont les abscisses sont égales 
à — 1, 0, 1 (fig. 20). 


y 


A ; 
A 
1 
x’ x L 
Cas Hises 
fig. 21 
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Le point I (0, 1) est tel que, au voisinage de ce point : 

pour x < 0, la courbe est « au-dessus » de la tangente 

pour x > 0, la courbe est «au-dessous » de la tangente. 

Ce point I est donc un point d'inflexion de C. 

Nous pouvons le vérifier en calculant la dérivée seconde : 
f'H=48—-2x=2x(02% — 1). 


Donc f" (x) = 0 pour x € ME 2 


Par suite, la courbe C admettrois points d’inflexion :le point Let les points I,etI; d’abscisses 


vi Vi, 1V3 143 


= et + V5 Leurs ordonnées sont respectivement 1, 1 + gl — 26 
Ils sont mis en évidence sur la figure 21 correspondant aux points d'abseisses comprises 
entre — let 1. 

Le schéma de C semble symétrique par rapport au point I. Il en est bien ainsi : 

Dans le repère (1, 3, j), les coordonnées d’un point M quelconque du plan (X, Y) s'expri- 
ment en fonction de ses coordonnées dans le repère (O, ÿ, j) par : X=x, Y—y+1. 


La relation entre les coordonnées X et Y d’un point M de (C) s'obtient à l’aide du 
système : 


Il en résulte immédiatement que : Y = i X5 — i x4. 


La fonction définie par F (X) = i Xx5 — i X3 admet C comme courbe représentative 


dans le repère (1, £, f), F est une fonction impaire ; I est donc centre de symétrie pour 
la courbe C. 


b) Exemple 2. 
Étude de la fonction [': x —+ _3* + 25 — xt, 


Domaine de définition et de continuité. 

La fonction f étant une fonction polynôme est définie et continue pour toute valeur 
réelle de x. D=— R. 

Recherche des limites. 


lim (= lim ( 


lait latte 


Sens de variation. 
f'=—6+ 54-42 
= (—5x+4) 
=—%(x—1)(@—4 
f' (@) s’annule et change de signe pour x € {0, 1, 4}. 


175 


Tableau de variation. 


Courbe représentative C. 
La courbe C admet trois points où les tangentes sont parallèles à xx (fig. 22). 


EXERCICE 
Calculer f” (x) et trouver les points d'inflexion de C. 


(On constatera que f” (0) = 0 mais que f” (x) ne change pas de signe lorsque x 
n'est pas un point d’inflexion; d’ailleurs pour x — 0 la 


traverse 0, le point x = 
fonction f admet un maximum relatif.) 
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EXERCICES 


Second degré. 

Exercices simples d'étude de fonction et de construction : 1 à 8. 
Détermination de fonctions : 9 à 29. 

Étude de fonctions définies par des valeurs absolues, sup ou inf : 6 à 8, 30 à 35. 
Étude de fonctions où intervient la partie entière de x : 36 à 43. 
Tangentes à la parabole : 44 à 49. 

Problèmes divers : 50 à 53, 74. 

Résolution graphique de systèmes ou d'inéquations : 54 à 71. 

Discussion graphique d'équations : À, 72 et 73. 

Mouvement uniformément varié : 75 à 86. 


‘Troisième degré. 

Exercices simples d'étude de fonction et de construction : 87 à 95. 
Détermination de fonctions : 96 à 105. 

Étude de fonctions définies par des valeurs absolues, sup ou inf : B, C, 92 à 95, 106 à 111. 
Étude de fonctions où intervient la partie entière de x : 112 à 116. 
Problèmes divers : D, 117 à 127. 

Résolution graphique d'équations : 128 à 134. 

Résolution graphique de systèmes ou d'inéquations : 135 à 144. 

Discussion graphique d'équations : 145, 146. 


Degré n > 4. 

Exercices simples sur les fonctions du 4° degré : 147 à 152. 
Discussion d'équation du 4° degré : 153 à 157. 
Problèmes divers (4° degré) : 158 à 162. 

Fonctions définies par des valeurs absolues, sup ou inf : 163 à 170. 
Inéquations ou systèmes (4° degré) : 171 à 174. 

Fonctions polynômes du 5° degré : 175 à 178. 


Exercices partiellement résolus. 
si 
tative C. 
1. Étudier cette fonction. Construire C. 
2. Discuter graphiquement l'équation 

+ 3x—4—m 


où x désigne l'inconnue réelle et m un paramètre réel. 

3. On considère les droites parallèles à la droite d'équation y — x. Certaines d'entre elles 
coupent C en deux points Met M”. Quel est l’ensemble des milieux des segments [M', M'] 
lorsque ces droites balayent le plan? 

4. Soit les droites D, de coefficient directeur m, qui passent par le point À (1, — 3). Pour 
quelles valeurs de m coupent-elles C en deux points P'et P°? Lorsque P' et P” existent, quelles 
sont les coordonnées du conjugué harmonique N de A par rapport à P' et P"? Quel est l'ensem- 
ble des points N lorsque M varie? 


x 4 x — À et sa courbe représen- 


la fonction f définie pour tout x réel par f(x) = 
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7B 


7.C 
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1. Le tableau de variation est le suivant = 


2. Le nombre de racines de l'équation donnée est égal au nombre de points d'intersection de la 


droite D, d'équation ÿ — et de la courbe C d'équation y = { (9. 


3. L'ensemble des milieux des segments (M', M° est une demi-droite parallèle à ÿ'y et de même 


sens définie par : 
Est «ES 


3m + 13 9m + 15 


4. Les coordonnées de N sont : CE } On en déduit l'ensemble des points N : 
3m—5 3m—5 


pli de) 
xel-— 2,4] —{1} 


Étude de x 1——+ f(x) =|x— 6x]. 
1. On remarquera que f est paire. On l'étudiera dans FR... 


2. Dans D, = [0, + 6], FD — (8 — 6x. 

Dans D, (4/6, + oo, FD = x — 6x. 

On peut donc étudier la fonction f, définie par f, (x) = x — 6 x définie dans FR... On en déduit 
le sens de variation de f en remarquant que les restrictions de f et f, à D, sont des applications 
égales, donc qui ont même sens de variation et que, pour tout x appartenant à Di, © (X) = — f, (D. 
Ces restrictions de f et , à D, ont donc des sens de variation opposés. 


Étude de x 1—+ f(x) = sup (x — x® + 2, x? + 5 x — 4). 
On construira les courbes représentatives des fonctions , et f, définies par 
HO=XM—X+2 RO =X+ 5x —4. 
On remarquera que leurs courbes représentatives se coupent en plusieurs points dont un point 
d'abscisse 1. 


On cherchera le signe de f; (x) — f, (x) et on montrera que f(x) = 
l'intervalle considéré comme l'indique le tableau suivant : 


à C9 où F (9) = fe (x) suivant 


h@ : A 


7D 


TE 


7F 


et on en déduira le tableau de variation suivant : 


Soit f,, la fonction de la variable réelle x définie par 

fn D = nm + 22x46 —2mx —x+ m, 
où m est un paramètre réel. . | 
a) Démontrer que les courbes représentatives C,, des fonctions f,, passent par des points fixes 
lorsque m varie. : 
b) Indiquer le sens de variation de f,, suivant les valeurs de m. Donner un exemple d'étude 
de f,, dans chaque cas mis en évidence et construire la courbe représentative correspondante 
dans un système d'axes orthonormés (0, £ j). 
€) Quelles relations doit-il exister entre m' et m" pour que les tangentes aux courbes représen- 
tatives Cu et Co au point À (1, 1) soient perpendiculaires (le repère était supposé ortho- 
normé). 
a) On écrira l'équation de C,, sous la forme 

m@s—2xt+ 1)+ (2x —x— y) = 0 
et on remarquera que (x — 2x? + 1) = (x — D —x— 1). 
Les points fixes sont 


1445, 713VA, cfi= V3, TS) 
aan, B (EL 2) «(= p 


b) On étudiera en particulier les cas m + 2<0.m+2=0,m+2>0. 
7 ©) La relation est m'm" — 5 (m' + m') + 26 = 0. 


1 5 
Étude de f: x e— fa) =|- 3x +3 —2| 


La fonction f est paire. Il suffit d'étudier son sens de variation dans 2. On trouve le tableau de 
variation suivant : 


Étude def: x à— 1 = = 34 +| 
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sixeD, = |- », -24%]u 23,4 Jo =-luyie 2 Exercices sur les fonctions polynômes du second degré. 
. 71 On considère l'application f de IR dans R définie 

sixen, -[- 243 +243] 10 =-19 30 +24 pplication f' RISS 

rt fe = Lx —2x+1 

La fonction $ étant paire, il suffit d'étudier successivement les restrictions de £ à R.y Nn D et F 

IR+ N D;, ce qui permet d'indiquer le sens de variation de f dans Re, : a) Étudier f. 

5) Construire la courbe représentative C. 

€) Quelles sont les équations des tangentes à C aux points d'abscisses + 2 et + 5? Quelles sont 

les coordonnées de leur point d'intersection ? 


72 On considère l'application /'de IR dans R définie par 
JO = Ga + 3x1. 


a) Étudier f. 

b) Construire sa courbe représentative C. 

€) Quelles sont les équations des tangentes à C aux points d’abscisses 0 et + 4? Quelles sont 
les coordonnées de leur point d'intersection ? 


73 On considère les deux applications / et f, de IR dans [R définies par 


k g 8 8,7 
7.6 Étude def: x à— tx) = sup (5 at — Sat 338 — Êx à 2). AO=rtx1 f@=—-x%—2x+3. 


, S 1 8 
On montrera d'abord que si f(x) = 3 xt — 3 a 2 3 xt et f(x) = — Lx + 3 on a les ri Duniieile courbes représentatives Ci et Ca. 
résultats indiqués dans le tableau suivant : ©) La droite D, d'équation x = m coupe C et C3 respectivement en M, et M3. Quel est 


l'ensemble des points I, milieux de [M,, M;] lorsque m varie? 


7.4 Mëmes questions qu'à l'exercice 7.3 avec les applications définies par f, (x) = 2 x? — 3 x + 4 
fa = — x + x + 3. 


75 Mêmes questions qu'à l'exercice 7.3 avec les applications définies par 


1@ A@ 2 
AD =-F#+2x-4 € RO =z+x—S. 
(procéder comme il est dit à l'exercice 7.C; on remarquera que fi (x) — f, (x) = 0 en parti- 7.6 Dans BR on désigne par sup (a, b) le plus grand des deux nombres réels a et b. 
culier pour x = — 1 et x = 1). a) Étudier l'application f, de IR dans IR définie par 
On en déduit après étude de f, et f, dans les intervalles indiqués : fi 9 = 3x + 2 x — 7. Construire sa courbe représentative Ci. 


5) Étudier l'application f, de IR dans IR définie par 

LG = — x — 3 x + 5. Construire, sur la même figure que précédemment sa courbe repré- 
sentative Ca. 

€) Étudier l’application f, de IR dans IR définie par 

S3G) = Sup G x + 2 x — 7, — x — 3 x + 5). 

On fera le tableau de variation de f, et on construira sa courbe représentative Cs. 


7.1  Mëmes questions qu'à l'exercice 7.6 avec 


AG = = 5e + 3x1, AO=x—1 
209 = sur | Fé+3xx 1) 


7.8 Dans !R, on désigne par inf (a, b) le plus petit des deux nombres réels a et b. 
Étudier et représenter graphiquement sur une même figure les applications de IR dans R 
définies par 


AG=M-—x+x+ 1x4 2x —5) 
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7.9 


7.10 


7.11 


742 


713 


7.14 


7.15 
7.16 


77 


748 


7.19 


7.20 


7.21 


7.22 


723 
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Déterminer les cociciets a, b, « de la fonction f déni par (a) = ax + bx + € pour 
que le sommet de la courbe représentative P soit le point S et qu'elle passe - 
senter P (ex. 9 à 11). ; Épes ns 4 


SL  AG-3 
sf2) AG. 
SUD  ACLS 


Déterminer les coefficients a, b, c de la fonction { définie par : £(x) = ax? + bx + © de telle 
sorte que la courbe représentative P de  admette comme axe de symétrie (dans un système 


de DS) une droite À donnée et passe par les deux points À et B donnés (ex 7.12 


Aïx=2, A(— 3,4, B(, 7. 
1 
CES | AC 4,3), BC 2, — 1). 
3 
Aïx=> AI, — 7, B(— 1, + 4). 


Déterminer les coefficients a, b, € de la fonction f définie par : £ (x) = ax? + bx + € pour que 
sa courbe représentative P passe par les points À, B, C donnés (ex. 7.15 à 7.17). 


A(—2,—1) B (0,3) CG, D. 
AC-1,1 BG, —1) CG,2). 
A (G,2) B(— 1,3) ca, D. 


Déterminer les coefficients a, b, c de la fonction f définie par f(x) = ax? + bx + € pour que 
sa courbe représentative P passe par les points À et B donnés et soit tangente à la droite D donnée. 
Quelles sont les coordonnées du point de contaet de P et D ? (ex. 7-18 à 7.20). 


AC- 1, —2), B(1,0), D'y=-3x+43 
A (0, 2), B (1,0), D:y=x—2 
A(-2,1), B(0,— 1), D:r7=x-2 


Déterminer les coefficients a, b, c de la fonction © définie par (x) = ax? + bx + © pour que 
la courbe représentative P construite dans un système d'axes orthogonaux admette comme axe- 
de symétrie une droite À, passe par le point À et soit tangente à la droite D. Indiquer les coor- 
données du point de contact de (P) et (D) (ex. 7.21 à 7.23). 


3 
Aix=7 AG, 6, Dix—3y+7=0 
tre 
Aix=7 AG—6,  D:y=2x—7. 
Aix AG, 1) D:y=—5(x+2) 


7.24 
725 


726 
727 


728* 
729° 


7.30 


731 
7.32 
733 
1.34 
735 


7.36 
7.31 
7.38 
7.39 


7.40 


LES 


742 


Déterminer les coefficients a, b, c de la fonction f définie par : f(x) = ax? + bx + c de telle 
sorte que la courbe représentative P (en axes rectangulaires) de f admette comme sommet 
un point S donné et soit tangente à une droite D. Indiquer les coordonnées du point de contact 
de P avec D, (ex. 7.24 et 7.25). 


sa,3, D:y=—3x+2 


$SC-42,  Diy+2x-3—0. 


Déterminer les coefficients a, b, © d'une fonction définie par (x) = ax + bx + © de telle 


sorte que la courbe représentative P de £ soit tangente aux droites D, et D et passe par le point À. 
Indiquer les coordonnées des points de contact de P avec D; et Da, (ex. 7.26 et 7.27). 


Diir=x+6 D,iy=5x+ 6, AU, 8). 


Di:y=5x—1, D,iy7=-—x+2 A (2, 12). 


Déterminer les coefficients a, b, © d'une fonction © définie par £ (x) = ax? + bx + c de telle 
façon que la courbe représentative P de cette fonction soit tangente à trois droites données 
D, Ds, D,. indiquez les coordonnées des poinis de contact de P avec chacune de ces droites 
(ex. 7.28 et 7.29). 


Diiy=4x+i, D,:y= 16x23, D,:y=—8x+1. 


D,:y=x 2 Diiy=—x+l D,:y=3x+ 1. 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions définies par 
f@O=lx—-41—1 09] et s@=lx—41+ 1x 91. 


Même question (ex. 1.31 à 7.35) qu'à l'exercice 1.30. 
f@=|11-21+12x+1| 
f@=Ix-4x+31+14— 
f@=Ix-4x+31-14-x1 

fO=I#—x-2|+1x—5x+6|— 


æ—2x—3| 
SH =12%—x—11—{x+x—21—|x—4/ 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions définies par : x 1— f (x) (ex. 7.36 à 7,39). 
E (x) désigne la partie entière de x, éest-à-dire le nombre entier relatif k telquek <x <k+ 1. 


LG) = x EG). | 
LG) = EGP. | 
SG) = Ex — EG + EG). 

LG = IE GP + REG + 1x — EG) 

Soit la fonction f définie par f(x) = x? — [E (PF. 

a) Étudier-cette fonction, en particulier sa continuité pour x = k (ke Z). 

b) Construire sa courbe représentative C. A quelles courbes simples appartiennent les extré- | 
mités des arcs qui composent C? | 
Soit la fonction f définie par f(x) = x* — [E( — x. 


a) Étudier cette fonction. 
b) La représenter graphiquement par une courbe C. 


Étudier et représenter graphiquement la fonction f définie par f(x) = x* — El — x). 
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743* 


744 


745* 


746* 


747 


748 


749 


750 
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Soit la fonction f définie par : 
1@ = x — 21E GX — 1). 


a) Étudier f et en particulier sa continuité pour x = k (ke Z). 


b) Construire la courbe représentative C de f. A quelles courbes simples appartier 
extrémités des arcs qui constituent C? ee TL 


On considère la courbe représentative P de la foncti 
dans un plan rapporté à un repère orthonormé (0, î, ÿ). 
a) Pour construire la tangente en un point M de P, on construit le vecteur MÀ — { et le 


vecteur AT — af, où a représente le coefficient directeur de la tangente. Quel est I 
des points T lorsque M décrit P? PSE VIS 2 met 


5) On construit le vecteur MN directement perpendiculaire à Mfettel que|| MN || = ||Mf|. 
Quel est l'ensemble des points N lorsque M décrit P? 


€) On construit le point S tel que MS EU + MN). Quel est l'ensemble des points S 
lorsque M décrit P? 


J définie par f(x) = x, construite 


On considère la courbe représentative C de la fonction f définie par (x) = x*, construite 


sus plan rapporté à un repère orthonormé (o, à ÿ). 
a) À quelle condition peut-on construire des tangentes issues du poi ? 
sont deux nombres réels donnés). ss 2 FÉRTEN no 


b) Quel est l'ensemble des points S tels que les tangentes issues de S soient perpendiculaires ? 


. Déterminer par leurs équations les tangentes communes aux deux paraboles d'équa- 
ions : 


Piiy= x — 2x, 
Pi 2x4. 


On fera une figure représentant P;, P, et leurs tangentes communes. 

b) Déterminer les coordonnées des points de contact de ces tangentes avec P, et P. On appel 
lera Mi et N; les points de contact avec P,, M, et N, les points de contact avec P,. Démontrer 
que MN, et M,N sont parallèles. 


©) Démontrer que les deux paraboles sont homothétiques dans une homothétie que l'on 
précisera, 


Mémes questions qu'à l'exercice 7.46, avec les données suivantes : 
Piiy=— xt 4x, 
iy=2x + 4x3. 


Déterminer par leurs équations les tangentes communes aux deux paraboles d'équations : 
Pity=—xt— 2x4 3, 
Piiy=3at—12x+ 17. 


Déterminer par leurs équations les tangentes communes aux deux paraboles d'équations : 
Pity= + 4x1 


Pay — 4 6x — D 
Démontrer que la figure admet un centre de symétrie, 
Soit la fonction f définie pour tout x réel par : 
ie. 
S@= FE +x 1. 


7.51 


7.52 


7.53 


7.54 
1.56 
7.58 


7.60 


7.62 
7.64 


a) Étudier cette fonction et la représenter graphiquement par C. 

5) On coupe € par une droite D, de coefficient directeur m passant par A (1, 0). Pour quelles 
valeurs de m at-on : CN D, # 2 ? On appelle alors M' et M” les points d'intersection, 
©) Soit P' et P” les projections de M' et M" sur xx parallèlement à y'y. Démontrer que, 
lorsque m varie, il existe deux points fixes A et B tels que (A, B, P', P') soient en division 
harmonique. 

4) Quel est l'ensemble des conjugués harmoniques de A par rapport à M' et M° lorsque m 
varie? 

N. B. Les questions c) et d) sont indépendantes. 


Soit l'application f'de R dans IR définie par : f(x) = x? — 4 x + 3. 

a) Étudier la fonction 'et la représenter graphiquement dans un système d'axes orthonormés, 
(o, À j). On appelle C la courbe obtenue. 

5) Soit M un point quelconque de C, d’abscisse x, N sa projection orthogonale sur x'x, 
P sa projection orthogonale sur y'y. Calculer, en fonction de x, le demi-périmètre p (x) du 
rectangle ONMP. Étudier sa variation lorsque x décrit IR et la représenter graphiquement 
€) Quel est le nombre de racines de l'équation p (x) — 4, suivant les valeurs de k (k€ R,)? 


Résoudre complètement l'équation p (x) = L. 


a) Écrire l'équation d'une parabole isométrique à la parabole d'équation y = x? et dont 
le sommet appartient à la droite D d'équation 2 x — y — 2 — 0 (les tangentes aux sommets 
des paraboles sont supposées parallèles et leurs concavités tournées dans le même sens). 
On pourra choisir comme paramètre l'abscisse m du sommet, et appeler P,, la parabole 
correspondante. 

b) Démontrer que cette parabole P,, reste tangente à une droite À indépendante de m lorsque m 
varie. 

€) Quel est l’ensemble L des points de ces paraboles P,, où la tangente a comme coefficient 
directeur — 2? 

d) Vérifier que D, A et L sont parallèles et expliquer ce résultat. 


Soit la fonction f, de la variable réelle x définie pour tout x par 


Ja = 4 = me + MOD, 


où m désigne un paramètre réel. C,, est la courbe représentative de fn. 

a) Démontrer que, pour toutes valeurs de m, les courbes C,, sont isométriques. 

b) Quel est l'ensemble L des sommets des courbes C,, lorsque m varie? 

<) Démontrer qu'il existe une tangente commune D à toutes les courbes Cu. 

d) Quel est l'ensemble À des points des courbes C,, où la tangente est parallèle à la droite 
y+x=0? 

€) Quelle particularité présentent les ensembles L, D, A? Expliquer ce résultat, 


Résoudre graphiquement (ex. 7.54 à 7.65). 


y=#+2x-3<0 155 2y+x#—3x3>0 
x#—6x+4-y<0 181 3y-2#%4+4>0 
O—x)(+2x— 7) <0 759  G+xG—-x+3x >0 
m-n(-3# +25) <0 T6 (x—1}G+2#—5<0 
Gx#—6x+1-H@x-32>0 76  C+)@—1DG+2<0 
&+y+D06-—2x#)<0 16 (@x—3y+2)(x— 2) <0. 
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Résoudre graphiquement les systèmes d'inéquations (ex. 7.66 à 7.11). 


Y+2x—2>0 {x+3»—1>0 


#—y<0 AA IT ET» 
#+r>0 3e +2» y>0 
2x—3y4+1>0 7.69 

x+ 2x —y<0 —x#+2x—-y<0 


G+DG&-—2<0 


2»—-#+3=0 
#—3+r>0 


Y—xt—2x;—0 
dés 77 


Soit l'équation Et.) où { représente l'inconnue : 
B—2(x—2)1— 


Gx et y désignent deux paramètres réels). 

A équation Et, on associe un point M(x, 3) d'un plan P rapporté à un repère 
o, À j). 

a) Discuter, suivant la position du point M dans P, l'existence et le signe des racines réelles 
de l'équation Eqn. 
Lorsqu'elles existent, ces racines seront désignées par #/ ct 1”. 

La courbe intervenant dans la discussion de cette question sera appelée T. 

b) Quel est l'ensemble des points M de P tels que — 1 < #' < + 1 < 1"? 

© Quel est l'ensemble des points M de P tels que — 2 < #' < 4" < + 2? 

4) 1, Quel est l'ensemble G, des points M de P els que (valeur réelle donnée), soit racine 
e Et w 

2. Démontrer que, quel que soit 1, C, est tangente à l° 


—x+3=0 


Soit l'équation E4,,) où { représente l'inconnue : 

2 Dt+y= + 1=0 
(x et y désignent deux paramètres réels). 
A chaque équation Et, on associe un point M(x, y) d’un plan P rapporté à un repère 
(o, à ÿ). 
a) Discuter l'existence et le sighe des racines réelles de E4,.) suivant la position de M dans P. 
On appelle T la courbe intervenant dans cette discussion. Les racines de En, lorsqu'elles 
existent, sont désignées par 1” et f”. 
b) Quel est l’ensemble des points M de P tels que — 1 < #° < + 1 < 1°? 
<) Quel est l'ensemble des points M de P tels que — 2 < 1 < 1" < — 1? 
d) 1. Quel est l'ensemble C,, des points M de P tels que r, (valeur réelle donnée) soit racine 
de l'équation Eu, y. 
2. Démontrer que les courbes C;, sont isométriques lorsque 1, varie. 
3. Quel est l'ensemble des sommets des courbes Ci, lorsque #, décrit R? 
4. Démontrer que les courbes C,, sont tangentes à P. 
5. Vérifier que certaines des courbes tracées au cours des discussions précédentes sont des 
courbes C,, qui satisfont aux propriétés qui viennent d'être démontrées. 


M. 18, On pourra choisir ||%|| = |[f|| — 2 cm. Les figures devront être faites avec précision. 


Soit (P) la parabole d'équation y = x?. 

a) Question préliminaire. Que peut-on dire des cordes de cette parabole dont le milieu a 
une abscisse donnée x? 

5) On définit, dans l'ensemble des points de la parabole P, une loi de composition interne 
notée x par : 

M'eP 

é et 

Mi x M = M <—> ñ 
abscisse de M' — x somme des abscisses de M; et Ma. 


1175 


17.16 


177 


7.78 


779 


1. Cette loi est-elle commutative? 
2. Est-elle associative? 
3. Est-elle distributive par rapport à elle-même? ns: 
<) De a) et b;), déduire des propriétés géométriques de la figure formée par trois points 
Mis Ma» M3 de la parabole et les points : 
Mix M=M, Mix Ma Mi et Mi * M3 = Mo. 
4) Résoudre graphiquement l'équation X + P — Q, où P et Q sont deux points donnés de 


la parabole. 
€) Résoudre graphiquement le système : 


X#Y=-C 
YxZ=A 
X+*Z-—8B 
où À, B, C sont trois points donnés de la parabole, et X, Y, Z, les trois points à déterminer. 


Mouvement uniformément varié. 
Deux points M, et M, se déplacent sur un axe x'x de telle sorte que leurs abscisses sont respec- 
tivement, en fonction du temps # : 


H=2n—r— 
a=-n+1#5 


a) Étudier les mouvements de ces deux points. Construire les diagrammes correspondants. 
Déterminer les points de rencontre des deux mobiles et les instants de ces rencontres. 
b) Étui le mouvement du milieu du segment [M;, M2]. 


1 
«) Étudier le mouvement du point qui partage [Ms, M] dans le rapport — 5 


4) Existe-t-il une valeur de k telle que le mouvement du point qui partage [M1, M] dans 
le rapport & soit uniforme? 


Même exercice que le précédent pour les équations de mouvement suivantes : 
1 
m=;—5t+4 


H=3"—9t—2. 


: 
z 


On lâche une pierre dans un puits, sans vitesse initiale. Le puits a 85 m de profondeur. Au 
bout de combien de temps entend-on le bruit du contact de la pierre avec l'eau qui est au 
fond du puits, sachant que l'accélération dans le mouvement rectiligne uniformément accé- 
léré pris par la pierre est tel que : | #| — 9,81 m/s? et que le son a un mouvement rectiligne 
uniforme de vitesse 340 m/s? 


Même problème que le précédent, mais on ne connaît pas la profondeur du puits; on la mesure. 
On sait que l'on entend le bruit du contact de la pierre avec l'eau qui est au fond du puits 
10 secondes après que l’on ait lâché la pierre. 

Quelle est la profondeur du puits? 


On considère un mouvement uniformément varié, tel qu'à l'instant # — 0 l'abscisse du mobile 
soit nulle, ainsi que sa vitesse, et qu'à l'instant #, son abscisse soit x, et sa vitesse »; (on sup- 
posera que ñ, x, ; sont tous trois positifs). L'accélération est notée y. 

Compléter le tableau. suivant : 
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On montrera ensuite, que de façon générale, si deux des trois nombres 4, x, »; Sont connus, 
on peut calculer le troisième. 


On lance une balle verticalement, vers le haut, avec une vitesse initiale de 2 4/35 m/s. Le 

départ a lieu à 1 m du sol. La balle retombe et rebondit sur le sol. À chaque fois qu'elle rebon- 

dit, sa vitesse change de sens et la valeur absolue de cette vitesse perd 20 % de sa valeur 

a) Étudier le mouvement de la balle jusqu'au 3° rebond. , 

» Au bout de combien de rebonds Ia hauteur atteinte par la balle reste-relle inférieure 
m 


Les unités utilisées sont le mètre et la seconde. On prendra vale lab 
lération : 10 m/s®. pre: pour valeur absolue de l'accé. 


Un train T part d’une gare A. Il prend un mouvement rectiligne uniformément accéléré, 
jusqu'à un endroit A! situé à 3 km de A. En ce point A? il a alors une vitesse de 120 km/h. 
11 poursuit son trajet jusqu'en B' situé à 30 km de A/, avec un mouvement rectiligne uniforme 
de vitesse 120 km/h. Au passage en B', à 1 km d'une gare B, il freine en prenant un mouvement. 
rectiligne uniformément retardé, et arrive dans la gare B avec une vitesse nulle, 

Étudier le mouvement de T entre A et B. Quelle est la vitesse moyenne de T entre À et B? 


Un train T part d’une gare A. Il prend un mouvement rectiligne uniformément accéléré 
jusqu'à un endroit A’ situé à 2 km de A. En ce point, il a alors une vitesse ». Il poursuitson 
trajet jusqu'en B' situé à 25 km de A avec un mouvement rectiligne uniforme de vitesse v. 
En B’, il prend un mouvement uniformément retardé qui porte sa vitesse de la valeur v à 
la valeur zéro à son arrivée en B situé à 720 m de B. 

Que vaut », sachant que la vitesse moyenne de T entre A et B est 100 km/h? 


Un train T allant de Paris à Toulouse, passe à Vierzon et à Châteauroux sans arrêts dans 
ces gares, mais avec une vitesse réduite à 100 km/h. La distance de Vierzon à Châteauroux 
est de 63 km. Après avoir franchi la gare de Vierzon, T prend un mouvement uniformément 
accéléré, qui porte sa vitesse de la valeur 100 km/h à la vitesse 150 km/h (ce. mouvement 
uniformément accéléré dure 2 mn). Puis T poursuit sa route vers Châteauroux avec un mou- 
vement rectiligne uniforme de vitesse 150 km/h, et, 1 mm avant d'arriver dans cette gare, 
il prend un mouvement retardé qui porte sa vitesse de la valeur 150 km/h à la valeur 100 km/h 
(au moment du passage à Châteauroux). 

Quelle est la vitesse moyenne de T entre Vierzon et Châteauroux? 


784 


785 


786 


Un train T, part de la gare A.et se dirige vers la gare E située à 15 km de A. Son mouvement 
se déroule suivant les phases suivantes : 

1e phase : en À, sa vitesse est nulle. Il prend un mouvement uniformément accéléré qui 
porte sa vitesse à 60 km/h, au bout de 400 m. Il poursuit sa route avec un mouvement uni- 
forme de vitesse 60 km/h. Ii ralentit; pour s'arrêter dans une gare B, en prenant un mouvement 
uniformément retardé, qui porte sa vitesse de 60 km/h à la vitesse 0 km/h, en 200 m. Il reste 
en B pendant 3 mn. 

2e phase : il repart avec le même mouvement accéléré que pendant la première phase, roule 
à la vitesse uniforme de 60 km/h, s'arrête en C de la même façon qu'il s’est arrêté en B. Il 
reste en C pendant 2 minutes. 

3° phase : elle se déroule comme la seconde, avec arrêt en D, pendant 4 mn. 

4e phase : T, repart de D avec un mouvement uniformément accéléré (le même qu'au départ 
de B), prend un mouvement uniforme de vitesse 60 km/h, ralentit avec un mouvement uni- 
formément retardé (le même qu'à l’arrivée en B) et s'arrête en E. 

Un train T, part de À et se dirige vers E. Il a d'abord un mouvement uniformément accéléré 
qui porte sa vitesse de la valeur 0 à la vitesse 80 km/h au bout de 500 m. Il poursuit sa route 
avec un mouvement uniforme, à la vitesse de 80 km/h, ralentit avec un mouvement uni 
mément retardé pour s'arrêter en E, après avoir freiné pendant 300 m. 

Combien de temps après Ti, Ts doit-il partir de A pour arriver en E 3 mn après Ti? 


Les gares À, B, C, D se succèdent dans cet ordre sur une trajectoire rectiligne. d (A, B) = 25km, 
d(B, C) = 35 km, d(C, D) — 40 km. 

Un train T, part de A à 12 heures et se dirige vers D, avec arrêts aux gares Bet C. À chaque 
fois que le mouvement de T, est uniforme, sa vitesse est de 70 km/h. A chaque fois que Ti 
démarre, pour acquérir cette vitesse de 70 km/h, il lui faut parcourir 400 m, avec un mouvement 
uniformément accéléré. À chaque fois qu'il ralentit pour s'arrêter, il prend un mouvement 
uniformément retardé, sur une distance de 200 m (sa vitesse passe ainsi de la valeur 70 km/h 
à la valeur 0 km/h). 

Le train T, part donc de À, accélère, prend un mouvement uniforme, ralentit, s'arrête 10 mn 
en B, repart vers C (accélère, prend un mouvement uniforme, ralentit), s'arrête 7 mn en C, 
repart vers D (accélère, prend un mouvement uniforme, ralentit), s'arrête en D. 

Un second train T, part de D et se dirige vers A. Il prend d'abord un mouvement unifor- 
mément accéléré au cours duquel sa vitesse passe de la valeur à la valeur 90 km/h. Il acquiert 
cette vitesse après avoir parcouru 500 m. Il continue sa route avec un mouvement uniforme 
de vitesse 90 km/h, sans arrêt jusqu'en A. 

La voie sur laquelle se déplacent T; et T; étant unique, sauf en B et C où les trains peuvent 
se croiser, on demande les heures de départ possibles pour le train T;, de telle sorte que Ti 
ne soit pas obligé d'attendre T, (on trouvera évidemment des intervalles de temps possibles). 
On illustrera le raisonnement à l'aide des diagrammes des espaces. 


Un train en détresse, T, descend une rampe qui conduit à une gare G. Les freins ne fonction- 
nent plus. Cependant, la résistance de l'air et les frottements limitent la vitesse, qui demeure 
constante. Le mouvement est uniforme. Toutefois, la vitesse atteinte, 120 km/h, est excessive 
et dangereuse. 

Au dépôt des locomotives de G, une locomotive de secours L quitte G et se porte au-devant 
de T sur la même voie pour atteindre T et, sans choc, ralentir sa marche. L quitte G à l'ins- 
tant où, d’une station S, située à 45 km de G, on signale télégraphiquement le passage de T. 
Îlest 8 h 30 mn. 

L'opération de sauvetage se déroule selon les phases suivantes : 

re phase : L quitte G et se dirige vers T d’un mouvement uniformément accéléré, qui porte 
la vitesse de L de la valeur zéro à la valeur 120 km/h. Cette phase dure 3 mn. Quelle est la 
distance parcourue par L? Quelle est la distance parcourue par T dans le même temps ? 
2° phase : L ayant atteint la vitesse de 120 km/h, poursuit sa route d'un mouvement uni- 
forme avec cette vitesse. De combien la distance TL diminue-t-elle par minute? Le mécani- 
cien désire commencer à ralentir lorsqu'il ne sera plus qu’à 12 km de T. A quelle heure devra- 
til commencer à ralentir? Quelles seront alors les distances GL et GT? 
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3° phase : Parvenu à 12 km de T, le mécanicien freine, annule la vitesse de L, renverse la 
vapeur et repart ainsi en sens inverse en accélérant. L'ensemble de cette manœuvre impose 
à L un mouvement uniformément varié au bout duquel L et T, animés de la même vitesse 
et allant dans le même sens, entrent en contact sans choc. Quelle est, à l'instant du contact 
la distance GL — GT ? Quelle heure est-il à la fin de cette ti ième phase (instant du contact)? 
4° phase : Immédiatement après le contact, L (réunie à T) ralentit et ramène la vitesse de T 
à la valeur raisonnable de 60 km/h. Le mouvement pendant cette manœuvre qui dure 4 mn 
est uniformément retardé. Quelle est la distance GL — GT à la fin de cette quatrième phase ? 
5° phase : Le mouvement de L et T est maintenant uniforme (vitesse 60 km/h) et se poursuit 
ainsi jusqu'à 2 km de G. Quelle est l'heure à la fin de cette cinquième phase? 

6* phase : Parvenu à 2 km de G, L freine à nouveau et d’un mouvement uniformément retardé 
ramène la vitesse de la valeur 60 km/h à la valeur zéro. A l'instant correspondant à la fin 
de cette sixième phase, T et L sont en gare de G. Quelle est l'heure à cet instant ? 

On construira, sur un même graphique, les diagrammes des mouvements envisagés. 
Exercices sur les fonctions polynômes du 3° degré. 


On considère l'application / de IR dans IR définie par : 
SG)= 22 + 6x—5. 


a) Étudier f. 

b) Construire sa courbe représentative C. 

©) Quelles sont les équations des tangentes à C aux points d'abscisses + 2 et 0? Quelles 
sont les coordonnées de leur point d'intersection? 


Soit la fonction f définie par : f(x) = x° — 4 x + 3 pour tout x réel. 

a) Étudier f 

b) Construire la courbe représentative C. 

c) Écrire les équations des tangentes aux points d'abscisses 0, + 1, 4- 2. Quelles sont les 
coordonnées des sommets du triangle qu'elles déterminent ? 


Soit les deux applications f, et f; de IR dans IR définies par : 
AO=X+ExX hQO=-26 +1 
a) Étudier fi et fa. 
b) Construire les courbes représentatives C; et C, de ces deux fonctions. 
©) La droite A,, d'équation x = m coupe C, et C4 respectivement en M, et M3. Quel est 
l'ensemble des points I milieux de [M;, M:] lorsque m décrit IR? 


Mêmes questions qu'à l'exercice 7.89 avec les fonctions /, et f, définies par : 


CORRE CE 


Mêmes questions qu'à l'exercice 7.89 avec les fonctions f et f, définies par : 


AG = — 2% + 6x, AQ = +3 3 


a) Étudier la fonction /, définie par /, (x) = »# + 1. 
Construire sa courbe représentative Ci. 

b) Étudier la fonction f, définie par f, (x) = x? — 1. 
Construire sa courbe représentative C3. 

©) Étudier la fonction f, définie par f, (x) = sup Lf (x), f (x). 
Construire sa courbe représentative Ci. 


Mêmes questions qu'à l'exercice 7.92 avec : 


RES Ep parti 


7.94 


7.95 


7.96 


7.97 


7.98 


7.99 


7.100 


7.101 


7.102 


7103 


7.104 


7.105 


Ai s—3» 2: +1 


as x — sup LA GX), RD]. 


Mêmes questions qu'à l'exercice 7.92 avec : 


Free 


a x — inf LG), GG 


Mêmes questions qu'à l'exercice 7.92 avec : 
PE EVE ee pe 
fi xe—2+2%—1 
Li x — inf (AG, & GI 


Déterminer le nombre réel p de telle sorte que la courbe représentative C de la fonction f 
définie par f(x) = x + px + 2 passe par le point A (— 1, 0). Étudier la fonction f obtenue 
et construire C. 


Déterminer les nombres réels a et b de telle sorte que la courbe représentative C de la fonction f 
définie par f(x) = x + ax + b passe par les points : A (2, 3) et B(— 1, — 2). Étudier 
la fonction f obtenue et construire C. 


Déterminer les nombres réels a, b, c de telle sorte que la courbe représentative T° de la fonction f 
définie par £(x) = ax% + bx + © passe par les points A, B, C donnés. 
Étudier la fonction obtenue et construire ' (ex. 7.98 à 7.100). 


AGO, B@1};  CG,5. 
A (0. B (1, 0), c-1-3} 
A 0,4, BG, 1, C(—1,9) 


Déterminer les nombres réels a, b, c de telle sorte que la courbe représentative L' de la fonc- 
tion f définie par f(x) — ax* + bx + c admette le point I (0, 4) comme point d'inflexion, 
que la tangente en ce point ait comme coefficient directeur « = — 2 et que À (3, 4) appar- 
tienne à l. Étudier la fonction f ainsi obtenue et construire l. 


Mëmes questions avec : 


1(0,—3), a=+1, A(,3) 


Déterminer les nombres réels a, b, c, d de telle sorte que la courbe représentative T de la fonc- 
tion définie par £ (x) = ax + bx£ + ex + d passe par les points À, B, C, D, donnés. Étudier 
et construire T. (ex. 7.103 à 7.105). 


A (1, 0), BO,—2), C(—1,-6) D (2, 12). 
A (I, 5), B (0, 16), C(—2—40, D(—1,3). 
A @, — 4), »fr 5) c (-1 } D (3,23). 
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7.106 
7.107 
7.108 


7.109 
7.110 


7 


7112 
7.113 
7.114 
7.us 
7.16 


7.117 


7.118 


7.119* 
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Étudier et représenter les fonctions f définies par (ex. 7.106 à 7.111). 
LG = 16 — 3x]. 
SG = 


1) = 


LG = 
JO =x- 1x — xl 
IQ =IG-D&-26@—-31+61x%— 11: 


E (x) désigne la partie entière de x, c'est-à-dire l'entier relatif n tel que n<x <n+ 1. 
Étudier et représenter graphiquement les fonctions { suivantes (ex. 112 à 116). 


£Q) = IE GP. 

SG = IE GP — 4 [E GP. 
S@ = — EGP. 

SG = x — EGP + EG. 
SQ@ = 2 — IE GP. 


a) Étudier les variations de la fonction qui, à x réel, associe y = f(x) = x° — 3 x. Construire 
la courbe représentative C dans un repère orthonormé, en prenant une unité égale à 3 cm. 
b) Résoudre l'équation f(x) = f(x), x, étant une valeur donnée. Discuter. : 
Par le point M, de C d'abscisse x, on mêne la parallèle à l'axe des x, qui, pour certaines 
valeurs de x,, recoupe € en deux points, Pet Q. Déterminer l'ensemble T des milieux des 
segments [P, Q] lorsque x, varie. Construire cet ensemble. Déterminer son intersection avec C, 
€) Par le point A de coordonnées (+ 1, — 2), on mêne une droite D de coefficient direc- 
teur r. Pour quelles valeurs de s la droite D coupe-t-elle C en des points, R et S, distincts 
de A? 

Étudier l’ensemble des points E, conjugués harmoniques de A par rapport à R et S lorsque # 
varie. 


(Tahiti. Bacc. 1967. partiel.) 


Soit la fonction f de la variable réelle x définie par : 
LG = = 1) @ = 3). 

a) Étudier cette fonction et la représenter graphiquement, dans un système d’axes ortho- 

normés (0, £ ÿ). Soit C la courbe obtenue. + 

b) Soit M € C, d'abscisse x, N sa projection orthogonale sur x’x, P sa projection orthogonale 

sur y'y. 

Calculer, en fonction de x, l'aire a (x) du rectangle ONMP. 

Étudier cette fonction et la représenter graphiquement. 

Quel est le nombre de racines de l'équation a (x) = K, suivant la valeur de 4, (k > 0)? 


Soit la fonction f de la variable réelle x définie par : 
LG) = x (x + 2) (+ 4). 
a) Étudier la fonction f et la représenter graphiquement dans un système d’axes orthonor- 


més (0, à ). On appelle C la courbe obtenue. un , 
b) Soit M un point quelconque de C, d’abscisse x; N sa projection orthogonale sur x' 
P sa projection orthogonale sur y}. 


720* 


721 


7122 


7.123* 


7.124 


7.125+ 


Calculer, en fonction de x, le demi-périmètre p (x) du rectangle ONMP. Étudier sa variation 
quand x décrit. IR. La représenter graphiquement. 
<) Discuter, suivant les valeurs de k, (k > 0), le nombre de racines de l'équation p (x) — 


Même problème que l'ex. 7.119 avec f définie par f(x) = x + 1. 


Soit la fonction f,, de la variable réelle x, définie par : f,, (x) = x — mx m —2 où m 
est un paramètre réel. 

a) Démontrer que les courbes représentatives C,, de ces fonctions passent par un point 
fixe lorsque m varie. 

3) Étudier, suivant les valeurs de m, le sens de variation de fn. 

<) Écrire l'équation de la tangente au point d'inflexion de C,,. Démontrer que cette tangente 
passe par un point fixe lorsque m varie. 


d) Construire C,, pour m € {— 1, 0, 3}, sur une même figure. Vérifier la propriété démon- 
tré en 6). 


Soit la fonction f,, de la variable réelle x, définie par f,, (x) = mx + (2m — 1) x + 2, 
où m représente un paramètre réel. 

On désigne par C,, la courbe représentative de f,. 

a) Démontrer que toutes les courbes C,, passent par un point fixe, et que ce point fixe est 
point d'inflexion pour chaque courbe et centre de symétrie pour la figure. 

b) Écrire l'équation de la tangente à C,, au point d'abscisse + 1. Démontrer que cette droite 
passe par un point fixe lorsque m varie. 

Que peut-on dire des tangentes aux courbes C,, aux points d'abscisse — 17 


Soit la fonction f,, définie pour toute valeur réelle de x par : 
fn 9 = m4 DA — mx — m+ 1, où m désigne un paramètre réel, On appelle Cu 
la courbe représentative de cette fonction dans un plan rapporté au repère (O, À ÿ). 
a) Étudier le sens de variation de f, suivant les valeurs de m. 
5) Démontrer que, que que soit m, C,, passe par un point fixe À que l'on déterminera. 
€) Déterminer les coordonnées du point d'inflexion L,, de C,. Écrire l'équation de la tan- 
gente en L,, à Cw. Démontrer que cette droite passe par un point fixe lorsque m varie. 
d) Pour une valeur x, de l'abscisse, les tangentes aux courbes C,, sont parallles entre elles 
lorsque m varie. Déterminer les valeurs possibles de xs. 
€) Deux courbes C,, distinctes ont-elles des points communs autres que A? 
1) Construire, sur une même figure, les courbes C,, correspondant à 
ri 


me}-1-3-701|. 

Soit la fonction f,, de la variable réelle x définie par : 

fn D = Om — 1)x% — m + 2, où m est un paramètre réel. 

Cette fonction f,, admet une courbe représentative C. On désigne par F l'ensemble des 
courbes Ch. 

a) Démontrer que C,, passe par un point fixe lorsque m varie. 

b) Quel est le sens de variation de f,, suivant les valeurs de m? 

<) Démontrer que la droite d'équation y — 1 est un axe de symétrie pour F. 

d) Déterminer m pour que C,, passe par À (2, 0). 

€) Déterminer m pour que €, passe par My (xy >). Discuter. 


Soit la fonction f de la variable réelle x définie par 
JR =4%—3x+ 1 


a) Étudier fet tracer sa courbe représentative C. 

5) Vérifier que le point A (1, 2) appartient à C. 

On considère une droite D, de coefficient directeur m, qui passe par A. Quelle est l'équation 
de D? 
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A quelle condition D, n C comprend des points autres que A? De cette discussion, déduire 
les équations des tangentes à C passant par À. 

€) M' et M” représentent les points communs à D,, et C autres que A, lorsqu'ils existent. 
Quel est l'ensemble E des points I, milieux des segments [M', M'], lorsque m varie en prenant 
toutes les valeurs possibles. 

d) M' et M” étant toujours supposés existants, on désigne par P le conjugué harmonique de A 
par rapport à M' et M”. Quelles sont, en fonction de m les coordonnées de P? Quel est l'ensem- 
ble F des points P lorsque m prend toutes les valeurs possibles ? 

N. B. On indiquera certains points remarquables de E et F. 


7.126** Soit f la fonction définie pour tout x réel par f,, (x) = x° + mx*, où m désigne un paramètre 
réel. 


7.127 


7.128 


7.129 


7.130 
7.132 


7.134 


7.135 


7.37 


7.139 


7.141 
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Étudier cette famille de fonctions lorsque m varie, ainsi que leurs courbes représentatives. 


Soit la fonction f définie par F6) = — 3x + 3 at + 2x. 


a) Étudier f'et construire sa courbe représentative C. 

5) Soit D,, une droite passant par O, de coefficient directeur m. Discuter, suivant les valeurs 
de m, le nombre de points d'intersection de D,, et de C. 

©) Lorsqu'il existe deux points d'intersection de C et D,, autres que O, on les désigne par P' 
et P". 

Quel est l'ensemble des milieux Ï des segments [P’, P'] lorsque m varie en prenant toutes les 
valeurs possibles. 

d) Toujours dans le cas où P' et P* existent, on désigne par M le conjugué harmonique de O 
par rapport à P et P”. Quel est l'ensemble des points M lorsque m varie en prenant toutes les 
valeurs possibles ? 


Discuter graphiquement le nombre des solutions des équations suivantes (m étant un paramètre 
réel) (ex. 128, 129). 


—4x+3x+m=0. 


jeta 3xt im 0. 


Déterminer à 10-? près par défaut la, ou les racines, des équations suivantes (ex. 130 à 134). 


+2x+4—0. TA 2% —-4x+1=0. 


3%—x—-1=0. 7133 x+4x—2=0. 
—3x+1=0 


Déterminer les sous-ensembles de points d'un plan rapporté au repère (O, Ÿ,ÿ) tels que leurs 
coordonnées vérifient les systèmes ou inéquations suivants (ex. 135 à 144). 


#>0, y>-x>0, 
#+y—1<0. T6 ep -1>0 
y—48+3x;+2<0, aus |7+#-3:+4>0 

28 — y—3>0. 5 y+x-1=0. 
Y-3#+x-1<0 

y—x<0, 7140 G—x+2x%)G+x—1)>0. 
y+x— 4x > 0. 
G+4—-H@+Y< 0. 7142 (—x— x) (1) >0. 


L. 4 


7.143 


7.145* 


7.146 


7.147 


7.149 


7.151 


7.153 


7.154 


7.155 


GX —6x+3)(& —3x—4>0. TA  (—x+3 QG —3x+ y) <0 


Soit l'équation du second degré 


B+2@-Dity-$8 = 0 Een 
où 1 désigne l'inconnue réelle et où x, y sont deux paramètres réels. 
À chaque équation Ej.w, on associe un point M (x, y) d'un plan P rapporté à un repère 
(o, à ÿ). 
a) Discuter, suivant la position du point M dans P, l'existence et le signe des racines de Eye y). 
5) Pour quelles positions du point M dans P at-on 

1 <0<1 <1", où f' et 1” représentent les racines de Ets)? 


<) Pour quelles positions du point M dans P a-t-on 
O<r<1<1"? 


On considère les fonctions f,, définies par 
Ju @D = Om + D 8 — 2 mx — (m — 2) x + 2m — 3 
où m désigne un paramètre réel. 


a) Démontrer que les courbes représentatives C,, de f,, passent par des points fixes lorsque m1 
varie, 


5) Pour quelles valeurs de m la fonction f,, est-elle croissante dans IR ? 

<) Étudier et construire f,, pour m € {— 2, — 1, 0, 2}. 

a) On coupe C_;, C et C; par une droite D d'équation x On obtient respectivement 
les points À, B, C. Soit M un point quelconque de D. Calculer MA — 2 MB + MC. 

Quelle conséquence géométrique peut-on en tirer pour les courbes C4, Co, Ca? 


Exercices sur les fonctions polynômes de degré n > 4. 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions f'suivantes (ex. 147 à 152). 


JG = x TB JO = EM + Te +2 
PAS M5. 7.150 LD = Gt + a 
JO=-ie+imtl 7182 fG)= — 2 — 3x + 10. 
Étudier la fonction f définie par + f(x) = — 3 xt + 22 + 1. 


Construire sa courbe représentative C. Précisez ses points d'inflexion. Écrire les équations de 
ses tangentes en ces points. Écrire les équations des tangentes aux points d'abscisses È let—1 


et déterminer les coordonnées des points d'intersection de ces droites prises deux à deux. 


Étudier la fonction f définie par : f(x) = 


Construire sa courbe représentative C. 
Utiliser cette courbe pour discuter graphiquement le nombre de racines réelles de l'équation 


A+2%—5x4+2—-m=0. 


1 5 
E- pue Te 
3% +e-5e + 


Étudier la fonction f définie par f (x) 
Construire sa courbe représentative C. 
Utiliser cette courbe pour discuter graphiquement le nombre de racines réelles de l'équation 


M—26—2x%+ m0. 


28 — 25043: 
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7.156* 


7.157** 


7.158 


7.159* 


7.160 


Étudier la fonction f'définie par JG) = 3x — $ at — 4at + 8x + 1. 
Construire sa courbe représentative C. 
Utiliser cette courbe pour discuter graphiquement le nombre de racines réelles de l'équation : 


3% _ 2e — 4x? + 8x + 1 — m — 0 et leur position par rapport aux nombres — lex 


Étudier la fonction f définie par f(x) = — 3 xt — Le Dax 6x. 


Construire sa courbe représentative C. 
Utiliser cette courbe pour discuter graphiquement le nombre de racines réelles de l'équation : 


ni + 6x + 2x m4 30e leur position par rapport aux nombres 0, 
1et2. 


On considère la fonction f définie par : f(x) = x + 3 x. 

a) Étudier f'et construire la courbe représentative C dans un plan rapporté à un repère ortho- 
normé (0, ff). 

b) Soit M un point quelconque de C. Étudier la variation de la fonction g définie par 
# (x) = OMF, lorsque x décrit R. 

En déduire les coordonnées des points d'intersection du cercle de centre O et de rayon 2 V2 
avec C, On fera une figure précise où l’on représentera C et ce cercle. 


Soit l'équation du second degré où s représente l'inconnue réelle 

2 —DI+y-#2=0 
où x et y sont deux paramètres réels. 
A chaque équation Eu, on associe un point M (x, ») d'un plan P rapporté à un repère 
(0, 3). On choisira ||2|| = ||/|| = 2em. 
a) Quel est l'ensemble des points M de P pour lesquels l'équation admet des racines réelles ? 
On appellera C la courbe intervenant dans cette question. 
b) Quel est le signe de ces racines, lorsqu'elles existent, suivant la position du point M dans 
le plan P? 
€) Quel est l'ensemble des points M pour lesquels #, valeur réelle donnée, est racine de l'équa- 
tion Eu ? On appellera , cet ensemble. 
Étudier la position relative de C et de ces courbes I, lorsque f, prend toutes les valeurs réelles 
possibles. 
Représenter sur une même figure la courbe C et les courbes l', pour 

3 1 


bp 


Ets) 


hEe)-2- 

Soit l'équation du second degré 
2x DityFx 2x0 Een 

où # représente l'inconnue réelle et où x et y sont deux paramètres réels. À chaque équation 


Eu on associe un point M (x, ») d'un plan P rapporté à un repère (O, i, 
a) Discuter, suivant la position du point M dans le plan P, l'existence des racines de l'équation 
Eye On appellera T' la courbe intervenant dans cette discussion. 

B) Quel est l'ensemble C, des points M de P pour lesquels 4, valeur réelle donnée, est racine 
de l'équation Es)? 

Démontrer que le premier membre de l'équation aux abscisses des points d'intersection de r 
et C,, peut se mettre sous la forme du carré d’un trinôme du second degré. En déduire, suivant 
les valeurs de #, la position relative de L'et Cy,. 

Représenter les courbes C, pour 


).. d 


7A61* 


7162* 


7167 


7.168 


716 


7470 


Tan 


742 


On considère les fonctions f,, définies par 
fn QD = On + 1) xt — 2 m8 — 1 


où m désigne un paramètre réel. 

a) Démontrer que les courbes représentatives C,, des fonctions f,, passent par des points fixes 
lorsque m varie. 

5) Étudier le sens de variation de f,, lorsque m prend toutes les valeurs réelles possibles. On 
trouvera trois types principaux de fonctions que l’on désignera par À, B, C. 

€) Quel est le nombre de courbes C,, passant par un point donné M, (%9, 3) du plan ? Discuter, 
On précisera quel est le type de fonction représentée par la courbe correspondant à M,, suivant 
la position de M dans le plan. 

On illustrera cette discussion en construisant plusieurs courbes de la famille {C,,} envisagée. 


Soit les fonctions f,, définies par 
La D =(—2m+Dxt—2x8+ (m—1)x. 


a) Démontrer que les courbes représentatives C,, correspondantes passent par des points fixes 
lorsque m varie. 

b) Les fonctions f,, peuvent-elles admettre un seul extremum ? 

€) Déterminer la Valeur de m pour que la fonction f,, correspondante admette un minimum 
pour x = 1. 

Étudier la fonction ainsi déterminée et construire sa courbe représentative. 


d) Étudier la fonction correspondant à m = i et construire sa courbe représentative sur la 
même figure que précédemment, 


Étudier les fonctions f suivantes et construire leurs courbes représentatives (ex. 163 à 170). 


SG = 


Ll L] 1 
RE CE 


10 = 


1@ 


1 = 


SG = 


16) = Sup (3 gs 243) 


LG) = Sup (— x + 2x + 3, x + 3). 


SG) = Inf (4 + 6x, 4x8 + 4x — 1). 


Discuter graphiquement les systèmes ou inéquations suivants (ex. 171 à 174). 


HD ep 0 
—#Hx—p<o 


Pre 1 


1 3 
“ir 


x—2y<0. 
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7173 


7.174 


7.175 


7.176 


7.177 


7.178 


198 


1 1 3 
11 Lu lys +2 . 
GX — 3x — 8y) (+ 5% " 3x +2] <0 


1 5) 
Gé 2x1») |» 3e+3)>0 


Étudier les fonctions suivantes et construire leurs courbes représentatives (ex. 175 à 177). 


Jo = here. 
Her text 2 


JU = SX +5 12x41. 


On considère la fonction ftelle que pour tout x réel on ait f(x) = x° + 5 x#, 

a) Étudier les variations de f. 

b) Tracer la représentation graphique T° de f. 

1. Pour x variant de — 1 à + 1, dans un repère orthonormé (le centimètre représente le seg- 
ment unité). 

2. Pour x variant de — 5 à + 2, dans un repère orthogonal (sur l'axe Ox, le centimètre repré- 
sente le segment unité; sur l'axe Oy, le centimètre représente 16 unités). 

€) Une droite L, de coefficient directeur "1, passe par le point ( d'abscisse — 5, sur l'axe Ox. 
Démontrer que, si mest positif, L coupe l'en deux points, M et M', variables avec m; comment 
ces points sont-ils placés par rapport à (1? Quel est leur milieu? 

d) Trouver l'équation de la tangente À à T'au point d'abscisse — 3; dessiner cette tangente sur 
le graphique 2. 

Soit M et P deux points de même abscisse x sur let sur A; évaluer PM = @ (x). 

Démontrer que (x) est un polynôme en x qui contient en facteur (x + 3}; en déduire une 
factorisation de @ (x). 


Démontrer que, si | x + 3| < _ les deux points M et P sont indiscernables sur le graphique 2. 
(On admet que deux points sont indiscernables si leur distance est inférieure à 0,2 mm.) 


(D'après bacc. B. Groupe L. 1968.) 


8.1 EXEMPLE 1. x — À 


8] 


Exemples de fonctions rationnelles 


Ce chapitre donne des exemples d'étude de fonctions rationnelles et de construction 
de leurs courbes représentatives. Dans le cours nous nous sommes limités à la fonction 
NE EURE 
9 a+ bx + c 
(avec a' 0 dans la section I et a' = O dans la section 111). 
Ces constructions de courbes sont l'occasion de traiter des exercices concernant 
soit la discussion d'équations, soit la résolution graphique de systèmes où l'inconnue 
est le couple des coordonnées d'un point du plan. 


Rappelons que, u et » étant deux fonctions polynômes, on appelle fonction rationnelle 
toute fonction f définie pour tout x tel que v(x) 7 0 par 


Nous avons vu, respectivement aux $ 4. 11 et $ 5. 5, qu'une fonction rationnelle était 
continue et dérivable sur tout intervalle où elle est définie. 


On appelle ainsi toute fonction 


ax +b 


&— 


æ +d 
où c 0. (Pour c— 0, d 0 on aurait une fonction affine); cette fonction est définie 
ban) 

ë 


a) Domaine de définition et de continuité. 
Le nombre f(x) peut être calculé pour toute valeur de x n’annulant pas son dénomi- 
nateur. Donc D— R*. 
Une fonction fraction rationnelle est continue pour toute valeur de x n’annulant pas 
son dénominateur. Donc f est continue sur [R*; f est une fonction impaire. Il suffit 
de l'étudier dans D — R4. 
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b) Recherche des limites. 


im fG)= lim L= +0 
ær+e ete X 


lim f(x) = lim 
a+0 +0 
©) Sens de variation de f. 
1 
LD = 
donc ({xeRY) f'(x)<0. 
La fonction f est donc strictement décroissante dans chacun des deux intervalles où 


elle est définie, IR? et IR£. 


d) Tableau de variation. 


€) Courbe représentative C. 


La fonction 'étant une fonction impaire, quel que soit le repère utilisé, € admet O (0, 0) 
comme centre de symétrie (fig. 1). 


Pour préciser la forme de la courbe, déterminons les coordonnées de quelques points 
de C. 


Asymptotes. 


Lorsque x tend vers + co / (x) tend vers 0. Le point M qui décrit C se « rapproche » donc 
de l'axe x'x lorsque x augmente indéfiniment. Nous précisons cette notion. Soit x 
1 


es Soit P le point de même abscisse de l'axe x'x, 


l’abscisse de M; son ordonnée est f (x) 


son ordonnée est donc nulle; PM = 


Par définition, la droite x'x est asymptote à la courbe C. 
De la même façon, si x tend vers zéro par valeurs positives, f(x) tend vers + 00. Soit N 


1 
le point de C d'ordonnée y — (x); son abscisse est > — 
L 
À 


Pol — x. Soit Q le point de y'y 


1 SX 
=7@ GERS 


d’ordonnée y; son abscisse est nulle; QN — 0. 


Le point N se « rapproche » de y'y lorsque y augmente indéfiniment, notion qui est 
précisée par le fait que lim QN — 0. Par définition, la droite y'y est asymptote à la 
courbe C. HA 

La courbe C admet donc pour asymptotes les deux axes de coordonnées x'x, y'y (fig. 1). 


Axes de symétrie de C. 


Quels que soient Ÿ et /, vecteurs de base, dans un plan euclidien, il existe un nombre réel 
positif & tel que ||3|| = x||#|. 
Effectuons un changement de base tel que la nouvelle base soit normée. Choisissons 


(Gi = ti) comme nouvelle base. 
Un point M quelconque du plan vérifie 
OM = xi+ 
=xi+ vie xi + (pv) À 


La décomposition d’un vecteur dans une base étant unique, il s'ensuit que 
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Le point M de coordonnées (x, y) dans le repère (0, à, j) appartient à C si et seulement si 

xy = 1, donc le même point M de coordonnées (X, Y) dans le repère (O, à À) appartient 
Y n 

à C si et seulement si X r— 1, c'est-à-dire 


XY=Kk. 


1. Le symétrique M' du point M (X, Y) par rapport à la première bissectrice À des axes 
du repère (0, À, À) a pour coordonnées (Y, X). Précisons: pour tout point M de C le 


point M (< 5 a pour symétrique M! (X', Y') où 


k 
Les coordonnées de M' vérifient Y' — x: par suite M'E C. 


On a donc le schéma suivant en désignant par sA la symétrie d'axe À : pour tout point M 
de C 


M. M 
done C=2."C 


et A est axe de symétrie de C (fig. 2). 


avec M'EC, 


fig.2 


2. Le symétrique M" du point M (X, Y) dans la symétrie s4, d’axe A', seconde bis- 
sectrice des axes du repère (O, £ j;), a pour coordonnées (— Y, — X); pour tout point M 


de C, le point M (< j a pour symétrique M" (X", Y") où 


Les coordonnées de M” vérifient Y” — £: par suite M” € C. On a donc le schéma suivant 


M“. M" 
donc PET Y 
et A' est axe de symétrie de C (fig. 2). 
La courbe C admet donc pour axes de symétries deux axes de symétrie perpendiculaires 


qui sont les bissectrices des droites qui portent les axes de coordonnées et ceci quel que 
soit le repère choisi. 


avec M'EC, 


EXERCICE 
Désignant par so et ide la symétrie par rapport à O et l'identité du plan P rappeler 
que l'ensemble G — {ide, sa, sav, so} est, pour la composition des bijections, un 
groupe commutatif. Conclure : C est invariante par toute bijection de G. 


8. 2 NOTION GÉNÉRALE D'ASYMPTOTE PARALLÈLE A L'UN DES AXES 
DE COORDONNÉES 


2) Asymptote parallèle à l'axe «'x 
Supposons que, pour une fonction f donnée, nous ayons : 
lim _f(x)= a, 
bros 
a étant un nombre réel. (L'étude qui suit serait la même pour lim f(x) = a.) 
—— 


Soit M un point quelconque de la courbe C représentant la fonction , de coordon- 
nées (x, f(x). 
Soit L une droite passant par M, parallèle à une droite fixe L, (fig. 3). Supposons L, non 


parallèle à x'x; L coupe la droite y = a en un point R. Désignons par X un vecteur direc- 
teur de L,, donc de L. 


Soit P le point de la droite y — a ayant même abscisse que M; on a 
PM—FPM/ et RM = RMé- 


Quel que soit le point M de C, 5 est constant (propriété des projections). Posons 


2 — à, soit RM — APM. On a pour tout point M de C 
PM=/f(@—a  RM=21/(@ — al; 
on en déduit 


lim RM = à lim PM 
ere te 
Ce résultat est indépendant de } donc de k, donc de la direction de Ls, non parallèle à x'x; 
il ne dépend que de la fonction f. Nous énoncerons la définition suivante 


De 

Lorsque lim f(x) = a, on dit que la droite d'équation y = a est asymptote à la courbe 
arte 

représentative C de la fonction f. 
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Soit Mun point quelconque de C. La droite L parallèle à L, passant par M coupe la droite 
d’équation x — a au point R. La parallèle à x’x passant par M coupe la droite x — a au 
point P. On a PM — PM jet RM — RM 4 (& vecteur directeur de Li). 


RM 


Quel que soit le point M de C, 


Fr <“! constant (propriété des projections). Posons 


= à, soit RM = 1 PM. On a donc PM = x — a, RM — (x — a). 


EE 


Par conséquent nous avons simultanément 


lim PM—O donc lim RM—O0 et lim f(x) — + co. 
#0+0 2040 
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fg.3 Ce qui prouve que lorsque x tend vers a à droite, l'ordonnée y de M.tend vers ++- co et 


RM vers zéro; et ceci quelle que soit la droite L,, non parallèle à y'y, choisie; ce résultat 


Cela signifie que L étant une droite se déplaçant parallèlement à elle-même, coupant C ne dépend donc que de la fonction f. Nous énoncerons la définition suivante 


en M et la droite Den R, lim RM — 0. Pratiquement, cela se traduit par le fait que le 
ete 
point M de C se « rapproche » de D lorsque son abscisse tend vers l'infini; en particulier Définition. 


si le plan de C est euclidien cela signifie que la distance de M à D tend vers zéro lorsque x 


Lorsque lim f(x) = +00 on dit que la droite x = a est asymptote à la courbe 
tend vers +- co; il suffit de prendre L, perpendiculaire à x/x. 140 


représentative C de la fonction f. 
b) Asymptote parallèle à l'axe y'y 
Supposons qu'une fonction donnée / vérifie 


lim f(x) = + 8. 3 EXEMPLE 2. f:x 5, pus pe 5 
Er 3G—2 
a étant un nombre réel. (L'étude serait la même si on avait 5 ; 
a Fm Eee où Mint) on ImJQ) = — 0) ne or one à pme KA 
ES rt ms D—R—-1#+2) 


Nous allons faire un raisonnement analogue à celui du cas a), en choisissant cette fois 


une droite L, non parallèle à y'y (fig. 4). b) Recherche des limites. 


, : Pres, 
ete 


: ; 2 2 
Bas o=de = 2 00 (ear pour tout x > 2 on a 772 > 0) 


ù 


Pi lim 7-5 


_ car tout 2 5 
de, = ( pour tout x < 2 On a 7e 


©) Sens de variation. 
. 2 
LORS 
WxeD) f'@<0. 


La fonction f'est donc strictement décroissante dans chacun des deux intervalles où elle 
est définie, ]—co,2[ et ]2,+ oo. 
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€) Courbe représentative C. 
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On alim f(x) — 0 : la droite d'équation y — 0 est donc asymptote de C (fig. 5). 
ete 


D 


» 
De même lim | f(x) | = + 0 : la droite d'équation x — 2 est donc une asymptote de C. 


4 
Calculons les coordonnées de quelques points de C. 


EXERCICE 
Démontrer que le point d'intersection O' des asymptotes de C est centre de symétrie 


de C. (Le plan étant rapporté au repère (O, à, 5) prendre pour nouveau repère 
©’,i5). 


8. 4 RÉSULTATS GÉNÉRAUX 
CONCERNANT LA FONCTION HOMOGRAPHIQUE 


ax +b 


TA où cest non nul. 


Soit f: x — 


a) Domaine de définition et de continuité. 


sin 


Le dénominateur s'annule uniquement pour x = — 


Done, la fonction f'est définie et continue pour toute valeur réelle de x différente de 


’ pr Lab: 
pére h e 

lim |fGI = + 0. 
— 


Le signe de LT f(x) dépend des valeurs numériques des coefficients a, b, c, d'et du 
a 


d À 
fait que x peut tendre vers — © par valeurs supérieures ou inférieures à cette valeur, 
ce qui est à préciser dans chaque cas particulier. 


<) Sens de variation. Pour tout x de D on a : 
a(ex + d) — c(ax + b) _ acx + ad — ex — be _ ad — be 
(ex + dÿ E (ex + dÿ ” (x Fan 


J'@ — 


ce qui peut se noter 


Trois cas peuvent se présenter : 
1. ad — be > 0. La fonction f est srrictement croissante dans les intervalles où elle est 
définie. Son tableau de variation est le suivant : 
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2. ad — be < 0. La fonction f'est strictement décroissante dans les intervalles où elle est 
définie. Son tableau de variation est le suivant : 


3. ad — be — 0. La fonction f est constante sur chacun des intervalles où elle est 


dérivable, c'est-à-dire sr] Cu 4 et ]- £ + GIE en fait nous allons voir que 


fest constante sur D — ]- co, -£[ u }-£ É «| LÉ ec (pruprs 
le théorème 1 du $ 6.2 on peut seulement affirmer qu'il existe k; et k tels que f(x) = 4, 
su | = { et fx) = ka sur | 2 æl) 


En effet, on a dans le cas étudié ad — be = 0, or c =£ 0, donc b — %, d'où pour 


tout x de D = R — | — © 


+ 


Le dernier membre de ces égalités est appelé forme canonique de ET où c40. 


Cette forme canonique est particulièrement commode à utiliser pour déterminer la limite 
(+ © ou bien — ) de f(x) lorsque x tend vers — La droite ou bien à gauche); de 
même en utilisant cette forme canonique le calcul de f’ (x) est simplifié. 

Sur cette forme il devient évident que pour ad — be — 0 f est constant sur D tout entier 


a 
et que sa valeur constante est =: 


€) Courbe représentative C (cas où ad — be 7 0). 


On a lim f (x) — 2: il s'ensuit que la droite d'équation y = £est asymptote à la 
lel-e+e 
courbe représentative C. 


De même lim |/()| — + se : donc la droite d'équation x = — L'est asymptote à 


la courbe représentative C. 


Démontrons que les propriétés de symétrie rencontrées dans quelques exemples sont 


générales. 


Soit O” (- £ o] le point d'intersection des asymptotes. 


Effectuons un changement d’origine du repère; prenons comme nouvelle origine le 
point O’. 
Si (x, ») sont les coordonnées d'un point M dans le repère (O,  j) et (X, Y) les coordon- 


nées du même point dans le repère (O”, f, j) on démontrera facilement que ces coordon- 
nées sont liées par 


»=Y+ 


Le point M de coordonnées (x, ») dans le repère (0, f, ) appartient à (C) si et seulement si 


ax +b 
Y=&x+d 


donc le même point M de coordonnées (X, Y) dans le repère (O', f;j) appartient à C 
si et seulement si 


à «e-)+e 
HSE 
-Ÿ 
& 
ou encore 
ad — be 
Lg 
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REMARQUE 
Cette équation apparaît immédiatement sur la forme canonique car 
d a 
X=x+S et Y=y-? 


La courbe C est donc la courbe représentative dans le repère (O”, %,) de la fonction F 
définie par FD = 42 —S Cette fonction F est une fonction impaire. Sa courbe 


représentative C est donc symétrique par rapport à O. 
Démontrons d'autre part que les bissectrices des asymptotes sont axes de symétrie pour 


la courbe C. Procédons comme à l'exemple 1 (ef.$8. 1). 11 existe > Otel que ||/||= x||À||; 


choisissons pour vecteurs de base et 7 = +j, on a ||%||— || ||. Le point M de coor- 


données (X, Y) dans (O”, ,ÿ) a pour coordonnées (X3, Y) dans (e: 3,4). Ona: 


M=xi+Y=x, Xi + Yh = Xi + à M; 


Ya Le point M (X;, Y,) appartient à C si seulement si 


— à (ad — be) 


tr 


Toutes les courbes C représentatives des fonctions f 


x Es C0 et ad—be£0) 
ont donc, par rapport au repère (0”,  j;) où ||#|| — ||ZI|, une équation de la forme 


= &Z 0 


Comme au $ 8. 1 e on montrera que les bissectrices des axes O'X, et O'Y;, qui sont les 
asymptotes de C sont axes de symétrie de C. 

Ces courbes sont appelées hyperboles; lorsque les asymptotes sont perpendiculaires ces 
courbes prennent le nom d’hyperboles équilatères. 


RÉSOLUTION D’UNE INÉQUATION 


Résoudre l'inéquation 

@) xy+2x—4y+5<0 

où (x, ÿ) élément de IR? est l'inconnu. 

L'inéquation peut s’écrire (x—4)y+2x+ 5<0; or pour x—4 elle devient 


8+ 5 < 0, il n’y a donc pas de solutions de la forme (4, >). Par conséquent l’ensemble 
des solutions de (1) est l’ensemble des solutions de 


+3) <o 


mo (+ 


ou encore de 
@ @—4)@ — f@) <0 
en désignant par f la fonction homographique 
s 2x+5 
PA ere 


Nous allons déterminer l'ensemble des points M (x, ») du plan rapporté au repère (O, f, ÿ) 
dont les coordonnées vérifient (2). Pour cela nous allons chercher le signe de x — 4 et 
celui de y — f(x) suivant la position de M dans le plan. Pour cette deuxième étude cons- 
truisons la courbe C représentative de f: 


2245 
) Courbe représentative C de x à — 22 ÈS, 
Le domaine de définition de f'est D — IR — {4}. 
lim f(x) = lim — 2 =2 
us 
RSS ; : 
lim=2*=$ to Gax-4<0 et lim(—2x— 59 = — 13) 
am *—4 en 
RL OR Garx—4>0 et  lim(—2x— 5) = — 13) 
amto X*—4 a 
+ 
4 
rl 


= NEO ce 


Quel que soit x de D, f’ (x) > 0. Done la fonction f est strictement croissante dans les 
intervalles où elle est définie. 


Courbe représentative C. 
lim (x) = — 2. La droite d'équation y = — 2 est donc asymptote à C. 


+ 


lim | f(x) | = + 0. La droite d’équation x — 4 est donc asymptote à C. 
a 
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€) Résolution de l’inéquation donnée. 


Soit M (x, y) un point du plan dont les coordonnées vérifient l'inéquation (1). 
Soit P (x, f(x) le point de C ayant même abscisse que M. On a PM = y — f(x). 
Or (1) a les mêmes solutions que (2). Les solutions de (2) sont données par : 


x—4>0 et PM<0, 


ou 
x—4<0 et PM>0; 
…. 
fig.6 
les points dont les coordonnées vérifient (2) (donc (1)) sont les points des régions teintées 
sur la figure 6. 


8. 6 UN PROBLÈME RÉSOLU 


On considère l'équation du second degré en t : 

af—2t+y—3=0 (E,.,) 
où 1 désigne l'inconnue réelle et où x et y sont deux paramètres réels. À chaque point M (x, ») 
d'un plan P rapporté à un repère (O, ÿ, ÿ), on associe ainsi une équation (E,.). 


1. Discuter, suivant la position M dans P l'existence et le signe des racines de l'équation 
Œ). On appellera C la courbe intervenant dans la discussion de l'existence des racines. 
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2. Quel est l'ensemble T,, des points M pour lesquels 1, valeur réelle donnée, est racine 
de Es) 


3. Application : quelles sont les équations des tangentes issues de À (— 2, 4) à la courbe C? 


1 a. Étudions le nombre de racines de l'équation (E,.,) suivant la position de M (x, y) 

dans le plan. 

Si x — 0 l'équation devient — 2 + y — 3— 0 et a une solution unique. 

Supposons x 0 : l’équation est du second degré. 

Le discriminant de (E,.,) est : A’ = 1 — x (y — 3). Donc A'> 0 si et seulement si 
1—xy+3x>0, 


ou encore 
xp <3x+ 1. 
Pour x 0 cette inégalité est équivalente à : 
x>0 x<0 
et o et 
32 ray A S3x+i 
< x y x 


Dans ce cas, (E,,) admet deux racines distinctes. 

Traduisons cette condition dans le plan rapporté au repère (O, À j). Étudions la fonc- 
tion f définie par / (x = TT. 

Son domaine de définition est D — R*. 


lim /G) = lim #3 (car x > Oet lim (3x + D = 1) # 
dai+0 Maire X 20 
tn 00) Lim) ED La 
+10 +0 x 
Imf@=imi ele @ Garx<o et limGx+1)=1) 
ae e—0 * 20 


: 
Donc la fonction f est strictement décroissante dans les inter- 
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D'autre part, les droites d'équations x — 0 et y — 3 sont des asymptotes de C (fig. 7). 


Les points dont les coordonnées vérifient : 


3x + 1 
æÆ 


x>0 et 
sont situés dans un demi-plan ouvert de frontière y'y, contenant Ox, « au-dessous » de 
l'arc C, de la courbe C; ceux dont les coordonnées vérifient 


3x+1 
x 


x<0 et 


sont situés dans le demi-plan ouvert de frontière y'y, contenant Ox’, « au-dessus » de 
l'arc C, de courbe C. Ces points correspondent à la partie non teintée de la figure: pour 
ces points A’ >> 0, l’équation a deux racines distinctes. 

Les points situés sur C ont des coordonnées qui vérifient A’ — 0. Ils correspondent donc 
à des équations admettant une racine double. 


1 b. Discutons maintenant le signe des racines de (E,..) lorsqu'elles existent. Désignons- 
les par 1’ et 1” (cas où x 0). On a 


y 


P=rr"— 


æ 


S=r+r"— 


Les signes de r' et 1” dépendent des signes de S et P, que nous allons déterminer suivant la 
position de M dans le plan. 


Le signe de P dépend de la position de M par rapport aux droites d'équations y — 3 et 
x — 0. Celui de S dépend de la position de M par rapport à la droite d’équation x — 0. 


Ces deux droites sont les asymptotes de C. Elles se coupent en O”. 


La courbe C et ses asymptotes déterminent 6 régions dans le plan (frontières exclues) 
que nous numérotons de I à VI comme l'indique la figure 7. 


Indiquons la discussion dans un tableau 


Conclusion 


<o<r,|ri> re. 


0<t<#", 


M<o<r, || <. 


#<t"<0. 


pas de racines. 


t=#">0 


t'=1#"<0 


v=r<r 


ter 


o<# 
Équation 


du #<0 


premier degré 
#"=0 
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2. 19 est racine de l'équation donnée si et seulement si 
x —210+y—3 


0. 


Les coordonnées du point M associé à l'équation vérifient donc cette relation du 1€r degré 
par rapport à x et y : M décrit donc une droite T,, d’équation 18 x + y — 2 19 — 3 — 0. 
Cherchons quelle est la position relative de I, et C. 

Les coordonnées des points d'intersection de T,, et C s’obtiennent en résolvant le sys- 
tème 


3x+1 
x 
x + y — 20% —3—0. 


= 


(s) 


Quels que soient x 0 et y on a 


3x+1 
dr 

(S) <—> 
Rte 20 3— 0 
_3x+1 

(S) <—> LE: 
BE+xG—26—3D+1=0 
_3x+1 

— | ras 

BE — 2x + 1 = 0 


a) 


L'équation (1) admet une racine double égale 
1 
m 
d'équation y — 3. Remarquons que le coefficient directeur de T,, est égal à — #. Par 
suite, pour deux valeurs opposées de 19, les droites obtenues sont parallèles entre elles. 


3. Tangentes issues de A (— 2, 4) à C. 
Au point A (— 2, 4) est associée l'équation : 2 1? + 2 1 — 


MS m2 Eee ve 


(pour #9 0). , est donc tangente à C 
À 


au point de coordonnées ( 3 + a): Pour #,= 0, l'est confondue avec l’asymptote 


0, dont les racines sont : 


D'après la question 2, A appartient à deux tangentes à C, ensemble des points du plan 
correspondant aux équations admettant comme racine 


et Dev 


Les équations des tangentes issues de A à C sont donc données par 
Bx+y—20—3=0 où HE {6} 


8.7 EXEMPLE 1 


soit 


II. Exemples de fonctions 


2 
DEEE CE TA 0 
ax +bx+c 


a) Domaine de définition et de continuité. 


La fonction f'est une fonction rationnelle dont le dénominateur n’est jamais nul. Donc f 
est définie et continue pour toute valeur réelle de x; D — IR. 


b) Recherche des limites. 
: 
dim fG) = lim À = + 1. 


pe 
<) Sens de variation. 

(2x + 2) (x? + 4) — 2x (x? + 2x) _—2x+ 8x+8_ —2(t—4x—4) 
10e Gr + 4 CE CET) 
Donc f’ (x) = 0 si et seulement si x? — 4 x — 4 — 0 c'est-à-dire (x — D'=8. 
Les racines de f’ (x) = 0 sont donc 2 — 2 4/2 et 2+ 24/2. 


d) Tableau de variation. 


Calculons f(2 +2e42)oùe ou bien £ — — 1, ce qui donnera à la foisla valeur du 
minimum et du maximum et qui évitera ainsi un calcul. 

Remarquons d'autre part que /'étant le quotient de deux fonctions w et v; si xy est une 
racine de la dérivée, si v (xo) À 0 et si v (x) £0ona 


Fe = 60 69 — D» D _ 


GP 
d’où : U Go) __ (x) 
vG) Go) 


Donc pour les racines x, de f' (x) = 0 qui ne sont pas racines de v (x) = 0 ni de v (x) = 0 
on peut écrire 


; 2x +2 
Par suite : (2 + 2e VD = ie ER 2 PE 242642; 


* 


_2+2eV2+1 _G+2e#DG—eyD_ +1+eV2 
2+2eV2 20 +eVDG—eVD +2 


Dons:/0+2VD=LÈV7 à fo-299-1=V2 SE 


On remarque que ce sont respectivement le minimum absolu et le maximum absolu de f. 


e) Courbe représentative C. 
On a un PU) = + 1. Donc C admet une asymptote d'équation y = + 1 (fig. 8). 


D'autre part f'(2 + 2e4/2) = 0;  C admet donc deux tangentes parallèles à l'axe x°x 


aux points À (2 — V2 NT) «nf + 23 Vi), 


Précisons la forme de la courbe en calculant les coordonnées de quelques points. 


2—2V/2=—08 2+2V2=4,5 


1 VI 00 SE 
= = -0, = 1; 


REMARQUE 


D'après l'allure trouvée pour la courbe C, elle admet certainement des points 
d’inflexion. On pourrait les trouver en cherchant les racines de f” (x) = 0. En général, 
le calcul n'est pas simple, l'équation à résoudre étant du 3° degré. Ici, par exemple : 


nn La 6m — 2x + 8 
PO ASE 


exercice 
Étudier la fonction g : x + 3x%— 6x%— 12x48, en déduire qu'il y 
a trois points d'inflexion pour C. (Remarquer g (0) > 0 et g (1) < 0). 
f) Exercice résolu. 
Cherchons les points d’intersection de C avec la droite D,, d'équation y = m. 
1— V3 1 + Vi) ARR 
Lorsque m € Be dE {1}, D,, coupe C en deux points M' et M' distincts 


qui se projettent sur x'x parallèlement à y'y en P' et P". Leurs abscisses s'obtiennent en 
résolvant le système : 


AA y=m, 
y LE OUENCOR À La (m — 1) — 2x ++ 4m == 0. 
Si on appelle x’ et x” les abscisses de M' et M”, ou P' et P', on a les deux relations (m 1) : 
tre 2 à x= 2 


On peut en déduire une relation indépendante de m entre ces abscisses x' et x, m étant 
différent de 1. On a 


= d'où 1 
+ oi + [0] 
1 D x 
et x» d'où m=% @ 
: re 2 Ch) a 
De (1) et (2) on déduit la relation : = = org C'est-à-dire 
2xx"—8—4(x + x") =0 G) 
Cette relation est à rapprocher de la relation caractéristique d’une division harmonique : 
2x" + ab) = (x + x") (a + 6) @ 
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. 8 EXEMPLE 2 


Par identification de (3) et (4), nous obtenons : 
2ab=—8 et a+b—4, 
a et b sontles deux racines de l'équation 1?— 4 1 — 4 = 0, d'où 
a=2—24V5 «&t b=2+24V2 
Nous remarquons que a et sont les abscisses des points A et B, représentant les extrémums 
de f 


Par suite, si l'on appelle A’ et B' les projections de A et B sur x'x, parallèlement à y'y, quel 
que soit m 1, on voit que (A’, B’, P', P')est une division harmonique. Soit 1 le milieu de 
A'B' on a IA"? — TP. TP” d'où, si P' -£ 0, 


Si IP? tend vers zéro alors IP” tend vers + co. Cela correspond au cas où m tend vers 1, le 
point M" s'éloigne indéfiniment sur la droite D, et l'abscisse de M intersection de la droite 


y = 1 (qui est asymptote) avec C a son abscisse égale à la demi-somme des abscisses de A 
etB. 


+ 


Etude de f: x — Here 


a) Domaine de définition et de continuité D. 
Le dénominateur de f(x) s'annule pour x e{— 3, 0}. Donc la fonction / est définie et 
continue pour toute valeur de x distincte de 0 et — 3; donc D — IR — {0, — 3}. 


d) Étude des limites. 
se sat 
LI CRUE À 


Quelle que soit la valeur attribuée à x, le numérateur de f (x) est strictement positif. 
Quant au dénominateur, son signe est indiqué dans le tableau suivant 


ce qui justifie les résultats suivants : 


lim f(G)=+4+00, lim f(x)=—0, 
20 2340 

lim f(x) = — 0, lim f(x) = + . 

0 2+0 


c) Sens de variation. 
2&@ + DCE + 3x — @x+3@œ+ IX 


GS GE F3 
LL @+ DB + 6x — (2x + 3) (x +1) _ (x + 1) — 3) 
5 G2 +32) GC +F3Y 
La dérivée s'annule en changeant de signe lorsque x € {— 1, 3). 


à) Tableau de variation. 


En appliquant la remarque faite au paragraphe précédent (pour xo tel que f’ (x5) = 0, 


en) 
vx) 0 et v (19 32 0 Ia valeur de f(x) = LC est re) On trouve 


vx) 
29 + 1) _8, 
SCD = GS = 


d’autre part f(— 1) = 0. 
: Ph: . : 
Dans l’ensemble étudié O est un maximum relatif et ÿ un minimum relatif. 


©) Courbe représentative C. 
lim f(x) = + 1. La droite d’équation y — 1 est donc asymptote à C (fig. 9). 
delete 


lim | f(x) | = + 00. La droite d'équation x = — 3 est asymptote à C. 
as 


lim | f(x) | = + co. La droite d'équation x = 0 est asymptote à C. 
20 


fig.? 
S'(-1)=0etf'(+ 3) — 0. La courbe C admet dong des tangentes parallèles à l'axe x'x 


8 
aux points A (1,0) et B (++ 3,+ 5): 
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Coordonnées de quelques points : 


| | f) Exercice résolu, 


| Dans le cas étudié a — 4’ — 1, caleulons / (x) — % ; on a pour tout x de D 

| Dia GR LGHM—I GES 1x 
| nt Pr EE Dr 
| Montrons qu'il existe A et B réels tels que pour tout x de D on ait 
| 


1— A B 
VO ee ppRETstS 


On a pour tout x de D 


| A_,B_ (A+ B)x+3B 
RSS 27 ER EN 
d'où A + B = —1et3B= 1, c'estadire B = 3 et À = — %; on à done pour tout x 


de D ; 
PERRET 
1 =mrS 13553 #3> 


Cette forme est particulièrement simple pour calculer /’ et f”, on trouve 


HOT PART 
SORTE IS 
1 21 24% — (x +3} 


CEE ee Der 2 LS 


L'exposant 3 étant impair 4 x% = (x 4 3) si et seulement si 
xVa=x+3, 
la courbe C a donc un point d'inflexion d'abscisse 
3 


ÉS 
EXEROIOES 


1. Pour quelles valeurs de m la droite D,, d'équation y — m coupe-t-elle C en deux 
points M' et M"? Lorsque ces points existent, ils se projettent sur x'x, parallèlement 
à y'y en P’ et P”. 
Démontrer qu'il deux points fixes I et J de xx tels que, quel que soit m -1, 
@, 3, P', P') soit une division harmonique. Que représentent ces points par rapport 
à la courbe C? 

2. Soit K le point d’intersection de C avec l'asymptote d'équation y = 1. Soit À, la 
droite de coefficient directeur X passant par K.. Pour quelles valeurs de k coupe-t-elle 
C en deux points N’ et N°? Quel est l'ensemble des milieux de [N', N°] lorsque k 
varie? 


8. 9 EXEMPLE 3 


22 —9x+4 
A+x- 


Étude de f: x +— 


a) Domaine de définition et de continuité. 


L'équation x? + x — 12 — 0 a pour racines — 4 et 3. 4 
La fonction est donc définie et continue pour toute valeur de x distincte de — 4 et 3. 


Donc D= IR — {—4,3}. 
b) Étude des limites. 
22% 
lim f@) = lim = +2 
Ha-e+c late 
Il faut chercher les limites de f(x) lorsque x tend vers — 4 ou 3; remarquons que : 


lim (2x—9x+4 >0 lim (2x?—9x+4)= —5 
as 2 


et que le signe du dénominateur est donné par le tableau suivant 


Par suite 
lim f(=+00 lim f@=—0c 
ess +440 
lim f@=+0 lim f(x)=—00. 
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<) Sens de variation. 


" x — 9) (3 + x — 12) — (2x + 1) xt — 9x + 4) 
f'@ = Gr 


LL IIxt — 56% + 104 
GEx— Ip 


Le discriminant de 11 x? — 56 x +- 104 est égal à 28° — (11 X 104) — 784 — 1144 < 0. 
Donc quel que soit x appartenant à D, f’ (x) > 0; f'est donc une fonction strictement 


croissante sur D. 


d) Tableau de variation. 
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e) Courbe représentative C. 
lim f(x) — + 2. La droite d’équation y = 2 est donc asymptote à C. 


PET 

lim | /(x) | — + 0. La droite d'équation x — — 4 est donc asymptote à C. 
lim If) | — + 00. La droite x — 3 est asymptote à C. 

es 


Déterminons quelques points de C (fig. 10). 

Les points d'intersections de C avec l'axe x'x ont leurs abscisses qui vérifient 
2x#—9x+4—0 

A = 81 — 32— 49; donc 


= 


La courbe C coupe l'asymptote y — 2 au point dont les coordonnées vérifient 


Y=2, 
=2 
_2#—9%4+4 cestèdie 777 
Des para 2GE + x — 12) = 229 — 9 x + 4; 
- 28 
on trouve un seul point (- == 2): 


Voici quelques points qui permettent de préciser l'allure de C 


fig. 10 


EXERCICE 
Soit D, une droite quelconque passant par K, point d'intersection de C et de y = 2, 
de coefficient directeur k. 
Pour quelles valeurs de k coupe-t-elle C en deux points P' et P” distincts de K? 
Lorsque les points P' et P” existent, quel est l'ensemble des points M, milieux des 
segments [P’, P”] quand 4 prend toutes les valeurs possibles? 


8. 10 DISCUSSION GRAPHIQUE D'UNE ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 


Discuter graphiquement l'équation suivante où x représente l'inconnue réelle, et k un para- 
mètre réel 
a 

Placer les racines par rapport aux nomibrès — 4 et 0. 


kE+(Gk+1)x+2k—=0 


Quels que soient les nombres réels x et £ nous avons 


@ RE GE Dx+24= 0 > KG TA) = x 
x 3x 2 s'annule pour x’ = — 1 et x" — — 2 qui, quel que soit &, ne sont pas 
racines de l'équation (2). Donc la relation (2) est équivalente à 
x 
K=TT3x+2 


La relation (2) représente l'équation aux abscisses des points d'intersection de Ia droite Dj 
d'équation y = k et de la courbe représentative C de la fonction f définie par 
2 
Os 
Nous allons donc construire C (qui est indépendante de 4) et étudier le nombre de points 


d'intersection de C et de D,,. Plus précisément, nous comparerons les abscisses des points 
d’intersection aux deux valeurs — 4 et 0. 


2) Étude de la fonction f. 


R—{—1,—2). 
x 2 x 
Je Join 4-0 
lim fG)=-—00, lim /(G)=+ 0, 
+ Eae 
lim f@=+0, lim (= —00. 
6 540 


Sens de variation 


—@+3x+2—-0x+3(-—2_ ga … 
GG +3x +02) _G+3x +2 


s'@ — 


D'où le tableau de variation 
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On calcule f (4/2) et f(— 4/2) grâce à la remarque faite au $ 8. 7 d 


+2 1 =: —1(e4/3—3) 7 5 
ONDES es HA ve 
où x9= € V2 donc f(2)=—3+242, 


G=+1 où e=—1) SC VD=-3-2V2. 


b) Courbe représentative C. 
Jim /() — 0 : la droite d'équation y — 0 est asymptote de C (Ag. 11). 
LA (| = + 00 : la droite d'équation x = — 3 est donc asymptote de C. 
lim 1/1 = + ce : la droite d'équation x = — 1 est asymptote de C. 


S'(— 4/2 et f' (4/2) sont nuls. Donc C admet des tangentes parallèles à x'x aux points 
AC V3,—-3-—-24V3)e«B(43 —3+24V2). 


fig. 11 


Voici quelques points particuliers de C. 


—6—5—4—3 =Y2 =? {0 1 VZ 


zæ 2 1 s 
RUE —3+2V2 


32%? 


Notons, en particulier que : 


f— 4 = Fa SO) = 0; soit K (- 4 j et 0 (0, 0). 


©) Discussion de l'équation (1). 


Prenons les notations suivantes (fig. 11) 
C;' l'ensemble des points C tels que x < — 4, 


le # 
as = 
GC’ — 
& 5 


—4<x<—2 
—2<x<—1, 
—1<x<0, 

0< x. 


Nous obtenons le tableau de résultats suivant 


D,ncC 


équation (1) 


k<—3-24V2 


M'eC, M'EC 


—4<x <x <0 


3 202 


D, tangente à C, en À 


—3-2V2<k<—3+V2 


D,nC=9 


pas de racines 


k=-3+24V2 


D, tangente à C, en B 


0<x = x = 42 


—3+2Y2<k<0 


M'eCy M'ECs 


0er < 


M'=0eC n (xx) 


x'=0 


M'eci. Mec 


x'<—4<x <0 


—4<x <0 


M'eC,, M'eCG 


—4<x <x'<0 
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e) Courbe représentative C. 


III. Exemples de fonctions lim | /@ | = 4 00. Donc la droite d'équation x — 0 est asymptote à C (fig. 12). 
… 
= ax? + bx +c A0) Précisons quelques points. 


a'x +0 


8. 11 EXEMPLE 1 


#+2x—3 


Étude de f': x — = 


a) Domaine de définition et de continuité. 


Le nombre f (x) peut être caleulé pour toute valeur non nulle de x; f'est définie et continue 
dans D = R*. 


S : x 
b) Étude des limites. D'autre part désignons par g la fonction affine x 1——+ 5 + 1, nous avons pour 


On obtient, en divisant le numérateur de f(x) par son dénominateur 


3 260 PES 
1H == 1@ = 8@ — 5 


tout x non nul 


d'où lim (fG@) — g (@) = 0. 
lite 


HN 


Donc lim f(x) — lim à = + æ, 
ts. me 


lim fo) = lim j = — co, 


+0 tie 10. 
3 

lim f(x) = lim — 5 = + 00. 

JP RP TaRs Var 


<) Sens de variation. 


Utilisons encore la forme f(x) = 


1 3 
L'@=5+33 


MxeRY fH>0. 


Donc f'est strictement croissante dans les intervalles où elle est définie. 


d) Tableau de variation. 


La courbe représentative de g est une droite D, appelons M un point quelconque de € 
et P le point de D ayant même abscisse que M nous avons (fig. 12) 


PM = HM — HP = f(x) — g (x) 


d'où 
lim PM — 0. 


CC 


228 229 
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Soit L, une äroite non parallèle à D, de vecteur directeur K; la parallèle à L, passant 
par M coupe D en Q (fig. 12); j étant le vecteur directeur choisi pour l'axe y'y on a 
PM=—PMj et  QM = QMK. 


r: M 
Quel que soit le point M de C, a est constant (propriété des projections); posons 


QM ST 
ML, soit OM — 2PM, on aura 
PM 


lim QM = à lim PM— 0. 


late+e lee te 


Ce résultat est indépendant de à, donc de À, donc de la direction de Ls, non parallèle 
à D : il ne dépend que de la fonction f : 


Nous dirons que la droite D d'équation y — ; + 1 est asymptote à C lorsque x tend 


vers + 00 ou — ; cette asymptote n'est pas parallèle aux axes comme les asymptotes 
rencontrées jusqu'à maintenant; on dit que c'est une asymptote oblique. 
D'une manière plus précise on a 


PM — fu) — = — à 


lim PM—+0, lim PM——0 


as as 


nous pouvons donc « placer la courbe par rapport à son asymptote » pour les points où 
[xl est « grand ». 


Exercice résolu. 


Désignons par (O, ?, f) l'ancien repère et considérons un nouveau repère (O,, f, f,) tel que les 
nouveaux axes soient les deux asymptotes trouvées, D d'équation » = % + 1 et la droite y'y. La 
nouvelle origine est O, (0, 1) on a donc 
Où, = 
Conservons le vecteur Ÿ pour vecteur directeur de y'y donc 
ñ 
et prenons pour À le vecteur Oh, 1, étant le point D de coordonnées (anciennes) (: 


ona 


ces deux vecteurs À, et 7, constituent une base du plan vectoriel associé au plan considéré car ils 
ne sont pas colinéaires. 
Désignons respectivement par (x, y) et (x, »;) les coordonnées de M relativement au repère 


(o, à, j) et au repère (Où, %,, 1); on a 


@ OM = xi + Où, = 
avec h=i+3 
OM = ah + h h=i 


On en déduit 
ET 1% bp dNes F 
@ Dh 00, + oi mr )+ni=ui+ (+ +i)i. 


D'après l'unicité du couple des coordonnées d’un vecteur dans une base on a 
(xx 


l» 


Un point M (x, ») appartient à C si et seulement si 


“ 
Zrntl 


x os 
LE 
le point M (x, »1) appartient donc à C si et seulement si 
“ His à 
Ftnti=dti-r 
c'est-à-dire 
re 
Ut r 


Done C est, relativement au nouveau repère (Os, À, /) la courbe représentative de la 
fonction homographique / définie pour tout x 7 0 par 


3 
RED = 7 


c'est donc une hyperbole. Nous retrouvons ainsi que C admet pour asymptotes y'y et D. 


8. 12 EXEMPLE 2 ————— 


—QGx+3x+09) 


Étude de fi x — 3G + D 


a) Domaine de définition et de continuité. 
Cette fonction est définie et continue pour tout x  — 1 c'est-à-dire pour tout x de D 


D=]- 0, — 1[U] — 1, + col. 


On pourrait calculer la dérivée et étudier les variations de cette fonction comme d’habi- 
tude (faites-le à titre d'exercice). 

ILest plus simple de procéder comme suit : dans l'exemple 1 nous avions trouvé pour 
tout x 0 


pour la fonction / de l'exemple que nous sommes en train d'étudier en changeant de 
variable. > 
Posons 
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ou x= X — 1; nous avons pour tout x — 1, c'est-à-dire pour tout X 0 


jo =-2#+3x+9 _ 2% —M+3R—D+9_ _ 2X+X—8 
Li 2@G+D ZX Er 2% 
1 4 
SAIT 
d'où pour tout x £ — 1 
4 
LE = HD + = er 


L'étude de f'est plus simple avec cette nouvelle forme pour (x). 


b) Étude de f. 
D=R*—{—1) 
lim fG@)= lim (— x) = — 00 
ee ete 


lim f(x) = lim (— x) = + 00 
— + 


lil =  ——#mi > 

ne, ra ” 

PARA ne 
er. à 4 _-œ+1+4 
CR en es 


f'@ = 0 si et seulement si x = 1 où x = — 3, d'où le signe de f' (x). 


Résumons ces résultats dans un tableau : 


Lorsque x = — 3 ou x = + 1, f'(x) = 0. Or F0 = 2 9, donc f' (x) = 0 est équi: 


LÉ 
valent à u! (x9) » (x) — u (xo) u' (x) = 0 avec v (xe) Æ 0 et, par suite 
Lao _ u'(r) _ — 4x0 —3 
LE = GG — 2 


DE 


9 
7 /0= 


© Courbe représentative C. 
La droite D, d'équation x = — 1 est asymptote à C (fig. 13) : elle est parallèle à »'y. 
D'’autre part si on désigne par D la droite d’équation 
1 


P=—-x—>r 


2 


1 
D est la courbe représentative de la fonction affine g définie par g(x)= — x 7 


on a donc pour tout x # — 1 
VOLE GEeETS 


in 1/@ — 8 1 = lim 


ex + 
Si on désigne par M et P deux points appartenant respectivement à C et à D et ayant 
même abscisse on a donc (fig. 13) 
PM = HM — HP = f(x) — g(x) = D 
d'où 
lim PM=+0 et lim PM=——0 
ee ere 


nous dirons que D est asymptote à C et pour les « grandes » valeurs de x nous savons 
placer C par rapport à D. La droite D non parallèle aux axes est une asymptore oblique. 


fig.13 
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EXERCICE PARTIELLEMENT RÉSOLU p EXERCICES 

1) Désignant par (G, À, f) l'ancien repère, montrer que le repère (Gi, 4, %) défini 

r 

j* Exercices sur la fonction bomographique. 
Variations et courbes représentatives : 1 à 6. 
Détermination de fonction homographique : 7 à 31. 
Étude de fonctions définies par des valeurs absolues, sup ou inf : À, B, 32 à 40, 48 à 51. 
Étude de fonctions où intervient la partie entière d’un nombre : 41 à 47. 
Famille de fonctions homographiques : C, 52, 53, 64, 65. 
Problèmes divers (Hyperbole) : 54 à 59, 62 et 63. 
Discussion graphique d'équations : D, 60, 61. 
Résolution d'équations (avec valeurs absolues) : 66 à 72. 


est un repère dont l'axe des abscisses est porté par l'asymptote oblique D d'équa- 
tions = x— r et l'axe des ordonnées par l'asymptote D, d'équation x = — 1. 


(On remarquera que O, est l'intersection de D et D, et que si L, est le point d'inter- 
section de D et y'y on a pris = Ojh). 


2) Montrer que pour. tout point M ayant pour coordonnées (x, ») dans (6, i, j) Résolstion graphique de systèmes où d'inéquations : 73 à 82. 
et Gi »1) dans (Gi, %, 1) on a | RAR 
=x=1 - # x + © ‘ 
xx \# Exercices sur les fonctions J telles que f(x) = np pe (0 #0) 
RER LE 
£ RCA N Variations et constructions de courbes : 83 à 100. 
(Écrire OM = x 5 + y} = OÙ: + OM = OÙ + x h + M1). Détermination de fonctions : 101 et 102. 
3) Montrer que C est, relativement au nouveau repère, la courbe représentative Problèmes divers : 103 à 108, 110, 117. 
de la fonction fi définie pour tout x, #4 © par Famille de fonctions : 106, 109, 111. 
Er. Discussion graphique d'équations : 112 à 116. 
Se | 
+0: 
Exercices sur les fonctions f'éclles que fs) = RES (a x 0) 
d) Généralisation. 
SO À étudie. la, fonction Variations et courbes représentatives : 118 à 127. 
ax + bx Discussion graphique d'équations : 128 à 133. 
FT" S&tE Détermination de fonctions : 131, 134 à 138. 
avec aa! 0 (pour a°= 0 on a une fonction homographique et pour a' = 0 une Problèmes divers : 139 à 147. 
fonction du second degré). # Famille de fonctions : 141, 143, 144 et 146. 
& : 4] 
CSL OR LOL Smet TE Exercices sur les fonctions rationnelles : 148 à 158. 
Posons 
é Exercices partiellement résolus. 


x+5—Xx 
n 


8.A Étude de f': x 7 sup ( 


c'est-à-dire x = X — £: un caleul facile montre que pour tout x # — È (c'est-à- 


dire X Æ0) on a & à On posera f(x) = 1 3 a 1,60 = Le. on cherchera le signe de £, (x) — fa (x) sulvant 
AX: BX er 
J@ SX ++ c = AX+B+È les valeurs de x; on démontrera que f prend les valeurs indiquées dans le tableau ci-dessous : 
09 lex + 8+ 
ax+b 
où À, B, C, x, B, y sont des nombres réels qui s'expriment à l'aide de a, b, €, a’, b. +": 


On trouvera en particulier que x = 7 #0. 


On montrera comme dans l'exemple 2 que la courbe représentative C de /'a une asymp- 3 

tote D, parallèle à y'y d'équation a’x + b' = 0 et une asymptate & oblique » D PAC] ha 0 AG fA@ 0 AX 
d’équation y = ax + 8. 

En prenant pour repère (0;, À, j:) dont les axes sont portés respectivement par D 


et D, on montrera que C est une hyperbole ayant pour asymptotes D et D,. Après avoir étudié les variations de f, et f, on trouvera le tableau de variation suivant pour f : 


8.B Étude de la fonction g : x —+ 


8.C Étude de la famille de fonctions f,, : x 1——+ f(x) = 
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8.D 


3 —[àl, 
F1] 
Suivant les valeurs de x, les diverses valeurs de g (x) sont indiquées dans le tableau suivant : 


m—3x+m+12 
x —2m 


a) Sens de variation suivant les valeurs de m. 
b) Les courbes C,, passent par des points fixes; cas d’exceptions. 
<) Ensemble des points d'intersection des asymptotes de C.. 


a) Si l'on appelle D, le domaine de définition de f,, (qui est à préciser) on montrera que 


sime F À £, est strictement croissante dans Ds 
sime }- œ, 1 U P2, + oo, fs est strictement décroissante dans D. 


1 
sim = 3 fu est constante dans Dis 


sim = 2, f, est constante dans D. ä 


b) Les points fixes sont : AI, — 1)et B { =. } Mais À # Cin et BC. 
©) On trouvera comme ensemble des points d'intersection des asymptotes une droite, privée de 83 
deux points, définie par 


»=5-3 avec  xeR—{1,4}. 8 


Discuter, suivant les valeurs du paramètre réel m, le nombre des racines de l'équation 
+(—-2mx+m+3=0 

et leur position par rapport aux nombres 0 et 3 en utilisant une méthode graphique. 

L'équation donnée s'écrit 

@) x+x+3+m(—2x+ 1) =0 


1 . REA 
pour toute valeur de m, 3 n'est pas racine; on peut donc écrire 


+x+3 
2x1 


et on cherchera les points d'intersection de la courbe représentative C de la fonction f définie 


a m= 


pour x # 3 par 


LÉH+x+3 
1) = 


et de la droite D. d'équation y = m. 
En posant x = À + x, on obtiendra 


3 15 
1D=3h3t70x-0 
On a 
y 
r = 2220 


2(2x — 
d'où le tableau de variation de f et la courbe C. 

On tracera la courbe C avec les points d'abseisses V5 
RS ( 3 (T3) = 3); on trouve alors 


x < 0 < x" < 3, 
x'<0=x <3, 


x <x"<0 <3, 
x'= x <0 < 3, 
pas de racine, 

O<x =x <3, 
0<x<x < 3, 


O<x <x=3, 
O<x <3<x". 


Exercices sur la fonction homographique. 


Étudier les fonctions f suivantes et construire leur courbe représentative C (ex. 1 à 6). 
5 
#2/0=-> 


2x+3 


84 [D = 
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8.7 


8.9 


8.11 


8.13 


8.14 


8.15 


8.17 


8.18 


8.19 
8.20 
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Déterminer les coefficients a, b, c, d de la fonction f définie par f(x) = © = 


BE pour que la 
courbe représentative T' de f passe par les points À, B, C donnés; construire V (ex. 7 à 10). 
A, 13), B(0, — 3), C1, +01). 
7) 5) 
AG 5, ms 3) SA 
AC 12, BU, —4, 
AG, — D, B(- 2.3) CO, 2. 
Déterminer les coefcients a, b, 6, à de la fonction définie par Lx) = ? pour que la 


courbe représentative T' de f passe par À et admette comme asymptotes les droites D et D' 
données. Construire T' (ex. 11 à 14). 


RIRES ads 

AG, — 1), Diy=-à -; 
1 | si FR 
Af23 Diy=i D'ix= 
FE. 3 « 2 
aAf-3-3) De Dix ms 


Déterminer les coefficients a, b, à de la fonction f définie par f(x) = En pour que la 
courbe représentative T° de f soit tangente aux droites Di, Da, D, (ex. 15 et 16). 


i1Y+3x—14=0 
0 D,:7+3x—2 
o D,:4»+3x— 


Di:2»—x—3=0 816 D, 
Ds :8y—x— 11 
D:2y—x—11 


ax+b 
x à Pour que la courbe 


représentative L de f passe par les points À et B donnés et soit tangente à la droite D donnée 
(ex. 17 et 18). 


Déterminer les coefficients a, b, d de la fonction f définie par £ (x) = 


AC1D, B(-33) D:y=-4x+1. 


A G,2, B(,3) D'or eST 


Déterminer les coefficients à, b, à de la fonction f définie par f(x) = = —? 


que la courbe représentative T' de f passe par À et soit tangente aux droites D, et D, données 
(ex. 19 et 20). 


de telle sorte 


AG, —3), Di:y=4x—6, D,:27—-2x+3=0. 
A(I, — 1), D:27—-x+1=0, D,:r7—-2x—13=0. 
Déterminer les coefficients a, b, €, à de la fonction f définie par £ (x) = à façon que 


la courbe représentative T° de f admette pour asymptotes les droites D, et D, et soit tangente 
à la droite À (ex. 21 à 23). 


821 


826 


D D:7=3, A :13x— 25 y — 29 = 0. 
D, : 
D 

jon £ définie par f(x) = LV de telle sorte 
Déterminer les coefficients a, b, c, d d'une fonction inie pi nr 4 


que la courbe représentative T de f admette pour asymptote la droite D, soit tangente à A et 
passe par À (ex. 24 et 25). 


5 
Dix=z 


Aiy+x— 


0, A {a = 


2 
D:y7=—3, A:llx—4y—12=0, A(15 

ï ? È ion f définie par 1 (9 = TE de façon que 
Déterminer les coefficients a, b, ©, à d'une fonction par = 


la courbe représentative T' de f passe par À et B et admette pour asymptote la droite D (ex. 
26 à 29). 


8 
af ‘ LIEN 
AG=" BU" D: 
1 s } 

AG) s(- 15) D: 

13 1 17 , 
AG) s(-37) D: 

ax + b 

Déterminer les coefficients à, b, à d'une fonction © définie par (x) = Ÿg de telle sorte 


que la courbe représentative T° de f admette pour asymptote la droite D et soit tangente aux 
droites A; et As (ex. 30 et 31). 


D:x=—3, 
B: 


A :7x—16y—3=0, A:7x—9y—3=0. 


=2, h:r+6x— 


d:3»7+8x—1—0. 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions f suivantes (ex. 32 à 40). 


x-1l Lx +31, 

so = Et 85 D = Ts 
_le=21 

sr = || ss je = 
=? xl =2 

0 = PT TT 897 F6 = Fi 


_Ie+21+12x—3| 
- Ix—i1T 
11—12x +1 
Ixl 
-x=1x—3 
fr +11—1x—21 


Tangentes aux points remarquables. 


1@ 


LG) = Tangentes aux points remarquables. 


Tangentes aux points remarquables. 


1@) = 


8.41 


8.43 


8.45 


8.47 


8.48 


8.52 


8.53 


8.54 


8.55 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes (ex. 41 à 47). 


P10) 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes (ex. 48 à 51). 


LG) = Sup En x 3] 


_ 
AT 84 JO = Int (Te 2x + 3) 


BREST = 
AU s} RUES (Er S) 


©! ” : * x+m 
n considère les fonctions /,, définies par f,, (x) = Era À où m est un paramètre réel. 


a) Déterminer, suivant les valeurs de m, le sens de variation de L 
iner, ; la fonction fu. 
6) Construire les courbes représentatives C,, de f, lorsque qu 


me -2-p— 110) 


j 


€) Quel est l'ensemble des points d'intersection des asymptotes de C,, lorsque m varie? 


Soit les fonctions f,, définies par : f,, (x) = et et leurs courbes représentatives Cn. (m 
est un paramètre réel). 


a) Démontrer que C,, passe par des points fixes lorsque m varie. 

B) Quel est le sens de variation de ces fonctions f,,? 

€) Quel est l'ensemble des points d'intersection des asymptotes de C,, lorsque m décrit R? 
d) Pour quelles valeurs de m la courbe C,, rencontre-telle la droite d'équation y = x en 
deux points M' et M" distincts ou confondus ? 

Quel est l’ensemble des milieux de [M', M"] lorsque m varie? 


É , x 4x3 
e 7 : 

) Étudier la fonction f définie par f(x) = RE T La représenter graphiquement par une 
courbe C. 

5) On coupe C par la droite D, d'équation y = x + m. Pour quelles valeurs réelles de m 
existe-t-il des points d’intersection M' et M" distincts ou confondus ? 

Lorsque M' et M" existent, ils se projettent sur x'x, parallèlement à y'y, en P' et P'’. Démon- 


trer que, lorsque m varie, P' et P" restent conjugués harmoni : 
fixes À et B. yugu rmoniques par rapport à deux points 


<) Quel est l’ensemble des milieux de [M', M"] lorsque m varie? 


Les 
xFT 


a) Étudier la fonction f définie par (x) 


Construire sa courbe représentative C. 

5) On considère la droite D,, d'équation y = mx. Pour quelles valeurs réelles de m la droite 
D, coupe-t-elle C en deux points M’ et M" distincts ou confondus ? 

Quel est l'ensemble des conjugués harmoniques de O par rapport à M' et M” lorsque m varie? 
Écrire les équations des tangentes issues de O à la courbe C. Déterminer les coordonnées 
des points de contact de C avec ces tangentes. Que peut-on dire de ces points ? 


8.57* 


8.59°° 


©) Par le point A (— 2, 3), on mène une droite À, de coefficient directeur k. Pour quelles 
valeurs réelles de k, A, coupe-t-elle C en deux points P' et P", distincts ou confondus ? 
Quel est l'ensemble des conjugués de A par rapport à P' et P” lorsque 4 varie? 


Soit la fonction définie par f(x) = = 
a) Étudier cette fonction et construire sa courbe représentative C dans un plan rapporté 


à un repère orthonormé (0, à). 
#) On construit la droite D,, d'équation y — 2x + m qui coupe C en deux points P' et 
P. 


Démontrer que le produit scalaire OP’ . OP" est constant lorsque m varie. 
:IIo,Il = 10 Île Gr, 8) - +3: 
Démontrer que l'aire du triangle OP'P, reste constante lorsque m varie. 
©) Soit le point À (1, 2). 

Étudier le produit scalaire AP* . AP. 

En déduire m pour que P'AP" soit droit. 


On construit le point P, tel que 


Soit la fonction f définie par f(x) = ke IR*). Soit C sa courbe représentative. 
5 


a) Quel est l'ensemble des milieux des cordes de coefficient directeur m? Discuter suivant 
les valeurs de m. 

b) Une droite de coefficient directeur m coupe C en M' et M" et ses asymptotes en P' et 
P". Démontrer que [M', M°] et HP’, P'] ont même milieu. 

En déduire une construction d’un point quelconque d'une hyperbole quand on connaît 
ses asymptotes et un point A qui lui appartient. 

Quel résultat obtient-on lorsqu'on fait tendre M" vers M’? 


Soit la fonction f définie par f(x) = L € sa courbe représentative dans un plan rapporté 


au repère (0, à ÿ). 

Par un point M (y 9, on mène une droite de coefficient directeur m qui coupe C en P' 

et P” (on précisera la condition pour que P' et P” existent). 

%) Caleuler les coordonnées de N, conjugué harmonique de M par rapport à P' et P (condi- 

tions d'existence). 

5) On suppose, dans cette question que m = 1. 

1, M décrit y'y. Quel est l'ensemble des points N? 

2. M décrit la droite d'équation x+ » = 2. Quel est l'ensemble des points N? 

On le déterminera par son équation, puis on effectuera le changement de base défini par 
(PEN ARS ETES: 

© On suppose, dans cette question, que m varie dans IR. 

1. M est en À (1, 0). Quel est l'ensemble des points N? 

2. M est en B (2, 2). Quel est l'ensemble des points N? 

3. M a pour coordonnées (x9, 3) fixes. Démontrer que l'ensemble des points N est une droite 

ou un sous-ensemble de droite. 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O, ff). La notation M (x, ») désigne le point M 
d'abscisse x et d’ordonnée y. On utilisera les points E (+ 1, 0) et E'(— 1, 0). 

a) Étant donné un point M du plan, on appelle M; son transformé dans la symétrie ortho- 
gonale d'axe y'Oy. Former la relation entre x et y qui équivaut à la nullité du produit scalaire 
MË. MjÉ. Montrer que l'ensemble des points M qui satisfont à cette condition est l'hyper- 
bole équilatère H d'asymptotes les bissectrices des axes et passant par E et E' (on pourra 
effectuer un changement de repère : on prendra pour nouveau repère (O, À, 3), Î'et Ÿ désignant 
des vecteurs unitaires portés par les bissectrices des axes x'x, p'y). 
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Deus HE eg points M (x, 3) et M°(/, ») de H, distincts ou non, on définit le 

EX = xx + pp" 

UX=xy + px 
On dit que S est le « produit » de M par M' et l'on pose 

S=M+#M. 
On établira alors les propriétés suivantes : 
1. S appartient à H; 
2. on a M x M'= M' *» M; 
3. étant donné un troisième point quelconque, M" (x, y") de Hona 

(M % M) + M' = M x (M x M°). 

Puis on calculera M x E et l'on montrera que, pour tout point M (x, y) de H, il existe un 
point M de H, que l'on précisera, tel que M x M — E. [En résumé, le « produit » noté # 
munit H d'une structure de groupe commutatif.] 
€) Étant donné deux points distincts, M et M', de H, on pose S = M x M’. Vérifier que 
S est le point de H tel que les cordes ES et MM’ soient parallèles. Que devient ce résultat 
quand M' tend vers M? Trouver la propriété de la corde MM” qui équivaut à S = E’. Donner 
une propriété équivalente faisant intervenir le produit scalaire MÉ. M'É. 
d) 1. Soit AB et CD deux cordes rectangulaires de H. On pose : À + B— Pet C + D = Q. 


Que peut-on dire des vecteurs P et QË? Déduire de ceci que le produit A x B + C * D 


est égal à E’. Déduire alors du b) que les cordes AC et B ï insi 
RER et BD sont rectangulaires, ainsi que 


2. Soit AB et AC deux cordes rectangulaires de H. Calculer le « il 

À É « produit » À + À + B # C. 
Que peut-on dire de la tangente en À à H? Montrer que le cercle de diamètre BC recoupe H 
au point A’ symétrique de À par rapport à 0. 


3. On fixe un point A de H. On considère deux cordes, AB et AC, de H qui vari 
À À ri 
rectangulaires. Que peut-on dire de la droite BC? : RE 


(D'après Bacc. M.E. Paris 1967.) 
On considère l'équation 
Eun.. &=D#-21+y+2=0 


où 1 représente l'inconnue réelle et x, y deux paramètres réels. A chaque équation En 


on associe le point M (x, ÿ) d'un plan rapporté à un repère (0, 5 ÿ). 
a) Discuter, suivant la position du point M dans P l'existence et le signe des racines de l'équa- 


don Eu [On appellera C la courbe intervenant dans la discussion de l'existence des raci- 
nes. 


D) Quel est l'ensemble I, des points M pour lesquels #, valeur réelle don ï 
n . ; mée, est 
de Ety? Étudier la position relative de D’, et C. 2 use 


<) En déduire les équations des tangentes issues de A (— 2, 0) à la courbe C. 


On considère l'équation 
Eu @x +341 y+12=0 


où 1 représente l'inconnue réelle et x, y deux paramètres réels. À chaque équation Eu 
on associe le point M (x, ») d'un plan P rapporté au repère (O, À, ÿ). 


Ÿ Discuter, suivant la position de M dans P l'existence et le signe des racines de l'équation 
e 


b)" Quel est l'ensemble des points M de P tels que, si l'on appelle s' et 1” les racines de Eu.) 
on ait : cé 


Lercizr 
2 Ce 6 


<) Quel est l'ensemble des points M de P tels que l’on ait : 


ES 
RES cr 
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Soit la fonction f définie par (x) — = et sa courbe représentative C dans un plan rapporté 


x 


à un repère (0, à 5). 

Soit x'x la droite (O, À) et y’yla droite (O, f). On définit une application g de D — x'x — {0} 
dans D' — y'y — {0} de la façon suivante à tout point M de D = x'x — {0} on associe 
le point M, de C ayant même abscisse que M; à ce point M, on associe le point M' de D’ 
ayant même ordonnée que M;; on pose M' — + (M). 

a) Soit P, Q, R trois points de D tels que R soit le milieu de [P, Q]; on pose P' mA CP), 
Q' = ?(Q), R' — g(R). Démontrer que (O, R', P', Q') est une division harmonique. 

b) Soit P, Q, R trois points de D tels que (P, Q, R, O) soit une division harmonique. Quelle 
propriété vérifient les trois points P' = æ (P), Q' = ?(Q), R' — + (R)? . 

«) Soit P, Q, R, S quatre points de D tels que (P, Q, R, S) soit une division harmonique. 
Démontrer que (P', Q', R', S') est une division harmonique. 


=k. (&elR*). 


Calculer 


4x+3 

x=2 

a) Étudier f et construire sa courbe représentative C dans un plan rapporté à un repère 
(o, à j). “ 

b) Soit x'x la droite (O, À), y'y la droite (O, f). On définit une application ? de D = x'x — {2} 
dans D' = y'y— {4} de ia façon suivante. À tout point M de D on associe le point Mi 
de C ayant même abscisse que M; à ce point M; on associe le point M' de D' qui a même 
ordonnée que M,; on pose M' = (M). 3 
1. Soit le point À (2, 0) et trois points P, Q, R de D tels que : (P, Q, R, A) forment une divi- 
sion harmonique. Quelle propriété vérifient les points @(P), Q' = e (Q), R' = ? (R)? 
2. Soit trois points P, Q, R de D tels que R soit le milieu de [P, QI. Démontrer qu'il existe 
un point fixe B de y'y tel que (P', Q', R’, B) soit une division ‘harmonique. 

3. Si (P, Q, R, S) est une division harmonique de D, démontrer que (P', Q, R', S') est aussi 
une division harmonique de D'. 


Soit la fonction f définie par f(x) = 


On + Dx—3, 

A—-mx+2 

a) Quel est le sens de variation de f,,, suivant les valeurs réelles de m1? 

5) On appelle C,, la courbe représentative de f,. Soit D la droite d'équation y — x — 0. 
Lorsqu'ils existent, les points d'intersection de D et C,, sont appelés M' et M”. Quelle parti- 
cularité présente la figure lorsque m varie? 

€) Démontrer que C,, passe par des points fixes lorsque m varie. Les déterminer. 

d) Chaque courbe C,, admet un centre de symétrie S,. Quel est l'ensemble des points 8, 
lorsque m varie? 

€) Combien passe-t-il de courbes C,, par un point donné M (x, >) du plan? Discuter. 


Soit les fonctions f,, définies par f,, (x) = 


, 2= 
Soit les fonctions f, définies par f(x) = 


a) Quel est le sens de variation de f,,, suivant les valeurs réelles de m? 

b) Soit C,, la courbe représentative de f,. Soit D la droite d'équation y — x = 0. Lorsqu'ils 
existent, les points d'intersection de D et C,, sont appelés M’ et M". Démontrer qu'il existe 
deux points fixes À et B de D tels que (A, B, M', M") soit une division harmonique, quel 
que soit m. 

€) Démontrer que C, passe par des points fixes lorsque m varie. Déterminer ces points. 
d) Chaque courbe C, admet un centre de symétrie S,. Quel est l'ensemble des points S,, 
lorsque m varie? 
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ri 


8.66 


8.68 


8.70 


8.72 


8.73 


8.75 


8.77 


8.79 
8.80 
8.81 
8.82 


8.83 


8.85 


8.87 


8.89 


8.90 


8.92 


8.94 
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Résoudre les équations suivantes (ex. 66 à 72). 


Lx +2] 1 

NT Los à PEL ET 
A 2 M ps] 02 
x+2 

2. sc +21; 


lxl+2 4 
HEART Fr NÉLEAI ENT] 
x =3 
L3+xl—1x- 
(PET TT Cl 


Résoudre graphiquement les systèmes suivants (ex. 13 à 78). 


24h dat & 0 x —3x+4y—1>0, 


Fe su | 
1 And be x+2»-1=0. 
xy—2x-y+1<0, 

ee t se |7>0 
Dose Lr+teé+x+12>0 


x +2x—y—4>0, 
#—y—3<0, 8.78 
Y— x + 2x + 3 = 0. 


xy—27—-x+4<0, 
x+2r—-23>0, 
xYy+x-y>0. 


Résoudre graphiquement les inéquations suivantes (ex. 79 à 82). 
Gy+ x — x —4 6 x) <0. 
Gxy—4y— x +8) y+ x —9)(y+ x — 1) >0. 
Gy—4) x—2y+ x7+2<0 

GyY—x+2»7—3) (y +2x —3) >0. 


Exercices sur les fonctions f'telles que f(x) = ee & #0) 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes; on trouvera toutes les formes 


possibles de courbe (ex. 83 à 89). 


NL EE} FR us2 

FENTE) 8.84 10 = 
_2#-1 

19 = Gr 846 7) 
MOREL 

IOSTETSTS 888 [= —7— 
pue, 

100 = + 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes (ex. 90 à 97). 


t+4 
Je) = Et. any Re 
OT CRE 
1@ 893 FG) — + 
—Tx 
LM#=3x+1 L 
TORRES 8.95 1. 


Æ+3x. 
H—x+6 


896 f(x) = 


+2 NT 
8.98 a) Trouver la courbe représentative C de la fonction x +—— Er 
b) Quel est l'ensemble C' des points M (x, ») vérifiant 
G+2x—Dy— + x 207 


8.99 Mêmes questions qu'à l'exercice 98 pour la fonction x #— ri 


8.100 Étudier et représenter graphiquement la fonction { définie par : 


Résoudre l'équation f(x) = 3. 

8.101 Déterminer les coefficients a, b, €, b', c' de telle sorte que la courbe représentative C de la 
2 : _aë+bx+e 

fonction f définie par x 1— JU) = pe *dmette pour asymptotes les droites 

2). fu 

Be 


4 


d'équations : x = 1, x= — 2, y — 2 et passe par les points al. -) et B (2 
dier la fonction ainsi déterminée et construire C. 


8.102 Même question qu'à l'exercice 101 avec les asymptotes x — 3,x= —4,y = 3 et les points 


Tu ST 
ab = æe(- =) 
8.103 a) Soit / la fonction qui à tout nombre réel x associe 
2x+1 
Os T 
Étudier les variations de f'et tracer sa courbe représentative C dans un repère orthonormé 


(o, à à. 
Démontrer que C admet trois points d'inflexion alignés. 
b) Soit g la fonction définie pour tout x réel par 


solex D) à xt, 


&@—D@ +3 +1) 
et et 


La fonction g est-elle continue pour x = 1; pour x = 


La fonction g'est-elle dérivable pour x = — 3 2 


Comment peut-on déduire le graphique C' de la fonction g du graphique C de la fonction f? 
(D'après Bacc. Math. Elem. Rennes 1967.) | 


— 
8.104 Soit a fonction f définie par : f(x) = =? 
a) Étudier f'et construire sa courbe représentative C. 
à) Déterminer le point d'intersection À de la courbe avec l'asymptote parallèle à l'axe x'x. 
Écrire l'équation d'une droite D de coefficient directeur Æ passant par ce point. Quel est 
l'ememble des milieux des segments dont les extrémités sont les points d'intersection de D | 
et C, autres que À, lorsqu'ils existent? On appellera M' et M" ces points. 
+) Quel est l'ensemble des conjugués harmoniques de À par rapport à M' et M' lorsque k 
prend toutes les valeurs possibles? 
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8.105 


8.106 


8.107 


8.108** 


Fe 3 peste SR 428 

Soit Ia fonction f définie pars: f(x) 5 +S 

a) Étudier f et construire sa courbe représentative C. 

b) Déterminer le point d'intersection À de C avec son asymptote parallèle à x'x. Une droite 
de coefficient directeur k passe par ce point et, pour certaines valeurs de k, coupe C en deux 
points M' et M”, en général, distincts de A. Quel est l'ensemble des points I, milieux de 
[M', M"] lorsque prend toutes les valeurs possibles ? 

<) Quel est l'ensemble des conjugués harmoniques de A par rapport à M' et M" lorsqu'ils 
existent ? 

d) Pour certaines valeurs de 4, que l'on indiquera, la droite d'équation y = 4 coupe C'en 
deux points P' et P”. Ces points se projettent sur xx, parallèlement à y" en p' et p”. 

Les images M, et M, des extremums se projettent sur x'x en m, et m,. Démontrer que 
Cm, ma, p', pl) est une division harmonique, 


Dans tout le problème, le plan est rapporté à un repère orthonormé d'axes Ox, Oy. 
ee. Gi ! est un réel strictement positif. 
a) Montrer que, quel que soit #, cette fonction passe par un maximum et par un minimum 
pour deux valeurs distinctes, x et x3, qu'on ne demande pas de calculer. 
b) Étudier la variation de la fonction f correspondant à 1 — 4. Tracer la courbe représen- 
tative C de cette fonction. On préciser les intersections de la courbe avec Ox et avec l'asymp= 
tote. Déterminer la tangente en O à C. 
€) Soit D la droite d'équation y = mx. Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points 
communs à D et à C. En déduire l'existence de trois tangentes à C passant par O. Donner 
leurs équations. Déterminer les points de contact de ces tangentes et de C. 

(Bacc. Math. et Technique. Toulouse 1969.) 


On donne la fonction f définie par f(x) = 


3x. 
Fr+i 
a) Étudier cette fonction et construire sa courbe représentative C. 


b) Déterminer les équations des tangentes à C issues de O ainsi que les abscisses des points 
de contact de ces tangentes avec C. 


Étudier la position de C par rapport à sa tangente en O. 

€) Pour certaines valeurs de Æ que l'on précisera, la droite A4, d'équation y = k, coupe C 
en deux points N' et N° qui se projettent sur x’x parallèlement à y'y en n° et n°. Démontrer 
qu'il existe deux points fixes A et B de x’x tels que (A, B, n', n”) soit une division harmonique. 
Examiner le cas où = 1. Interpréter. 


Soit la fonction f définie par : f(x) 


Soit la fonction f définie par f(x) = 


a) Étudier ses variations et construire sa courbe représentative C dans un repère orthonormé. 
On désignera par A le point de C d'abscisse 2. 


b) Soit un point M (distinct de A) de C, d'abscisse À. Déterminer l'abscisse du point T où 
la tangente en M à C recoupe C. 


<) Soit deux points distincts, M, et M3, de C, d'abscisses respectives x, et x4 (on supposera 
%% x + x). Déterminer l'abscisse p du point P, de C où la droite M,M, recoupe C. 
(li suffit d'écrire que les coefficients directeurs de PM, et PM, sont égaux.) 

Que peut-on dire de la droite MiMa si xixa = x + x27 

En déduire qu'une condition nécessaire et suffisante pour que trois points (deux à deux dis- 
tincts), Mi, Ms, M3 de C, d'abscisses respectives x, X3, x; Soient alignés est 

@ Rs = XX À ax + XXe 

Montrer que si, dans la relation (1), on pose 

2=X À A2), 


la valeur obtenue pour x, est la même que l'abscisse du point T de la question b. 
d) Montrer que, si trois points, Mi, Ms, M, de C (distincts de A) sont alignés, les points 
Ts Ta Ts Où les tangentes en ces points recoupent C sont également alignés. 


= 


8.109* 


8.110 


CRU 


€) Montrer qu'il existe un seul nombre réel, s, non nul, tel que la relation (1) soit vérifiée 
le l'on pose x = Xe = X3® S. e d s 

Donner l'équation de la tangente D, à la courbe C'au point S de C d'abscisse 5. cet 
Vérifier que les points de C d'abscisse supérieure à celle de S sont situés dans un même . 
lan limité par D, et que les points de C d'absisse inférieure à celle de S sont situés dans 


Undtie dci plan (Bace. Math. Elem. Toulouse 1969.) 


mé +2x-m+l 
x —3x 


Soit les fonctions , définies par : fn (x) = et C,, leurs courbes repré- 
sentatives. M 

a) Étudier, suivant les valeurs de m, le sens de variation de fn . 

5) Démonirer que les courbes C,, passent par des points fixes lorsque m1 varie. 


CRETE 
€) Construire les courbes C,, pour m € } — % — 1: 0,2, — gr! | u 
d) On considère la, droite D d'équation y = — 1. Pour certaines valeurs de m, que l'on 


précisera, elle coupe ©, en deux points M' et M". Démontrer qu'il existe deux points fixes 
À et B conjugués harmoniques de M' et M” lorsque m varie. 


ions de la fonction f définie par : 
A 


10 = 


a) Étudier les var 


ï é x/Ox, y'Oy. 

4 tracer sa courbe représentative € dans un repère orthonormé $ ; 
Ÿ) La courbe C coupe l'une de ses asymptotes au point A. La droite OA recoupe C au point B. 
Trouver les coordonnées des points À et B et écrire les équations des tangentes à C en ces 

its. 4 
Stade d'équation y = mx, coupe la courbe C au point O et la recoupe, en général, 
ints distincts, M' et M”. | - 
pas l'équation qui donne les abscisses de ces deux points et déterminer m pour que le 
point O soit le milieu du segment [M', M'}. Calculer les coordonnées des points M' et M 
Qui correspondent à la valeur de. m ainsi trouvée et déterminer les équations des tangentes 


à la courbe C en ces deux points. (Bacc. D. 1968. Algérie.) 


On considère la fonction f qui, à tout nombre réel x, fait correspondre le nombre réel 
( — xt) cos 2 + 2x sin 2a 
1+x 
ù æ désigne un paramètre satisfaisant à 0 < 4 < x. s 
FT Étudier le pr variations de cette fonction pour & = 0 et construire la courbe repré- 
sentative dans un repère orthonormé d’axes x'Ox et y'Oy. 


7 = /a@ = 


b) 1. On choisit a tel que 4g 2 = 3: Écrire Ja (x) dans ce cas particulier; étudier ses variations 


ive, T, thonormé. 
% tracer sa courbe représentative, l', dans le même repère orthonormé, 
2 Corse faut-il choisir 4 pour qu'une parallèle à l'axe x Ox, d'équation y = 4, SOU 
ia courbe T° en deux points distincts, M et N, dont les projections orthogonales sur x'Ox 
t notées res] ivement M’ et N'. à : s , 4 
nr que lorsque 4 varie dans les limites permises, les points M' et N' restent conjugués 
id rapport à deux points fixes, que l'on déterminera. = 
RE PP uire, dans le repère précédent, l’ensemble des milieux, I, des segments 
[M, NI lorsque À varie. : 
jt x (0 < & < r) et quel que soit x, on a | < 1. 
ADS AR LE s s SE (Bacc. Math. Elem. 1967. Nantes.) 


8.112 
8.113 
8.114 
8.115 
8.116 


8.117 


8118 


8.119 


8.120 


8.121 


8.122. 


8.126 
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Discuter graphiquement les équations sui 4 
PA as suivantes. (On pourra également discuter le signe des 


am — 1) + x (4 m — 9) + 5 (m — 3) 
G+ mx + 8x + 6— m0. 
2 (m— 1) —2x(2m+ 1)+ 4m — 1 = 0. 
#@m+D—x(5m+D+2mt+1—0. 
On D + 20m + 1x1 = 0. 
Soit g la fonction définie par g (x) = où À, B, a, b désignent des nombres 
réels (a # b). 
&) À quelle condition g admet-elle un maximum et un mini 
b) Démont k ï Fes 
P) Démontrer que la courbe représentative D de admet toujours un paint d'ifexion 
€) Démontrer que toute fonction f défini Peter ir, 

; : D Den? dei 
que quel que soit x, distinct de a et b, on ait 

1m = + + 
A, B, C étant trois nombres réels que l’on calcul ï 
a « fonction de «, 8, b. 
Calculer f' (x) et f” (x) à l' ke f ps AA 
Calle et" () l'aide de cet forme de (0. En déduire que / a toujours un point 
: ax + be + 
xercices sur les fonctions f(x) = er (a! #0) 
Étudier les fonctions suivantes et construire leur courbe représentative (ex. 118 à 122) 
à 

JG) = +22, 


FGY em EST d| 
2x 


4 
SG) = —1+2 8 —11+% 
Fe er LE PE A RTE RES 2 
% IxT 
PA Et 8 LA 


—2 


Étudier les fonctions suivante: ü 
set construire leur courbe représentati k 
PF ÉTAT ASP Er Yi  é  ioae ml 


10 = ÊTES, 


SO ESE ET, = #+ 8x +2) 
æ(x) Es É 


x 
JG = HSE, DES TEE 
x +31 
_æ#+3x+i 
109 = 


8.127 


8.128 


8.129 


8.130 


8.131 


On considère la fonction f définie par (5) = 272. 

a) Étudier cette fonction et construire sa courbe représentative C. 

5) Écrire les équations de ses tangentes aux points d'intersection de C et de l'axe x'x. 
€) Étudier et représenter graphiquement les variations de la fonction g définie par 
2x@—1 


OP T 


La fonction f'est définie par f(x) = 
a) Étudier la variation de f et construire sa courbe représentative C. 
à) Une droite D,, de coefficient directeur m passe par le point A G 0. Discuter, suivant 


les valeurs de m, le nombre d'éléments de D,, n C. + 
Utiliser le graphique pour discuter, suivant les valeurs de m le nombre de racines de l'équation 


4 (m — 1) sin? u + 4(m — 1) cos u + 5 m — 4 = 0. 


On considère ls fonction / définie par 4 = 2x + 1.+ à 


a) Étudier la variation de f'et construire sa courbe représentative C. 
b) En déduire, suivant les valeurs du paramètre réel m, le nombre de racines de l'équation 


2x4 x(1— m)+3=0 
et leur place par rapport aux nombres — 3, 0 et + 3. 
8-24 
x — 24 


On considère la fonction f, définie par fa (x) = 2x — 4 + dans laquelle a est un 


nombre réel différent de + 2 et de — 2. 

a) Pour quelles valeurs de a la fonction précédente a-t-elle constamment le même sens de 
Variation ? Quel est ce sens? Pour quelles valeurs de a la fonction admet-elle un maximum et 
un minimum? 

5) On considère la famille des courbes C, qui représentent les fonctions obtenues en rem- 
plaçant a par les différentes valeurs possibles. 

1° Montrer que ces courbes admettent un centre de symétrie, dont on donnera les coordon- 
nées. Déterminer l'ensemble de ces centres de symétrie. 

2° Montrer que les courbes C, passent par deux points fixes, M et N, dont on déterminera 


les coordonnées. 


€) Soit la fonction f: x + 1) = 
19 Sa courbe représentative appartient-elle à la famille des courbes C, précédemment étudiée ? 
Si oui, quelle est alors la valeur de a correspondante ? Construire cette courbe C. 
2 Utiliser C pour discuter l'existence et le signe des racines de l'équation 

2% —kx+8— 


2448 
T3 


puis placer ces racines par rapport aux nombres — x et 4. 


(Bacc. Math. et Technique. Poitiers. 1967.) 


a) Déterminer les coefficients a, b, e pour que la courbe représentative de la fonction  défi- 
mie par (x) — ax + b ++ £ coupe l'axe x'x aux points À et B d'abscisses respectives 3 eti 
et admette en B une tangente de coefficient directeur 1. 

b) Étudier les variations de la fonction définie par la relation (x) = 


2#—3x+1, 
x 


tracer sa courbe représentative C dans un repère (0, i, j). 
© Discuter graphiquement, suivant les valeurs de 1, l'existence et le signe des racines de 
l'équation 
2x%—(t+3)x+1=0 
(Bacc. T et E. Caen. 1967.) 
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a 


8.132 


8.133 


8.134 


8.135 


8136 


8.137 
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a) Étudier et représenter graphiquement la fonction f définie par 
—3x+2 
TE A7 


1 = 


b) Discuter, graphiquement et par le calcul, le nombre de racines de l'équation 


%—(m+3)x+2—2m=0. 


On considère la fonction f qui, à x réel, fait correspondre » = [4 = 24% +2, 
Soit C la courbe qui représente la variation de dans è ae 

un repère orth ‘0x, y" 
a) Montrer que f(x) peut se mettre sous la forme li yen fe à Os 


1 = “ 
Ge at bte 
En déduire que la courbe C admet une asymptote oblique; donner l'équation de cette asymp- 


tote. 


Montrer que le point I, intersectior L 
ten ion des deux asymptotes de la courbe C, est centre de symétrie 


b) Tracer la courbe C. 
€) Utiliser le graphique pour discuter l'équation 


2x%—-202+p)x—-3p+2= 


P étant un paramètre réel. 
4) Donner l'équation de la tangente à la courbe C en son point À d'abscisse +- 3. Tracer cette 


tangente. Quelle est l'ordonnée du point de cette tangente dont l'abscisse est — 


è , 2. 
€) On considè: v Ent df $ 
) as se. une droite variable D, de coefficient directeur m, passant par le ‘point fixe B 


Étudier, sur le graphique, suivant les valeurs de m, le nombre de points communs à D et à C 


Quelle est l'équation qui permet de trouver les abscik ü 
ses de ces ? 
les résultats de la discussion précédente. ete 


(Bacc. B, 1968. Madagascar.) 


Déterminer les coefficients a, b, réels de telle sorte que la courbe représentative C de la 
fonction f définie par (x) = ax + b + € admette pour asymptote la droite D : » = 2x + 1 
et passe par le point A (3, 4). Construire C. 


Même question qu'à l’exercice 134 avec D :2x—3y+4=0 et A(—2,-+ 3). 


Soit la fonction / définie par : f(x) — 5 +b+ où b et c sont des paramètres réels. 


a) Calculer b et c pour que f(— 1) = Oet f’ (2) = 0. 
b) Construire la courbe représentative C de f. 


#+bx+e 
dx —T 
a) Déterminer b, c, d pour que cette fonction i 
é €, : présente un maximum égal à — 6 pour x = — 1 
et qu’en outre la courbe représentative admette pour asymptote la droite d'équation x = 1. 


Soit la fonction f définie par f(x) 


B) Étudier les variations de la fonction f: Vx e—+ f(x) = 1% "Eu, 


(D'après Bacc. T.E. Montpellier. 1967.) 


8.140 Soit la fonction / définie par f(x) = 


8138 A toute valeur d’un paramètre on associe la fonction de la variable réelle x, définie, pour 


—x+kx +5 

x 4 par fo = ES. 

a) Comment faut-il choisir £ pour que la fonction associée n'admette ni maximum relatif, 
ni minimum relatif? 

b) Déterminer 4 pour que la tangente à la courbe représentative de la fonction en son point 
d’abscisse 2 soit parallèle à la droite d'équation 3 x — y + 7 = 0. 


Soit l'équation du second degré de la variable réelle # 
Œn @—-D#-21+»-x+3=0 
où x et y désignent deux paramètres réels. 
À chaque équation (E,),.on associe un point M(x,») d'un plan P rapporté à un repère 
(o, 5). 
a) Discuter, suivant la position de M dans P l'existence et le signe des racines de (E,,y). 
b) Quel est l'ensemble des points M tels que, si 1’ et #" désignent les racines de (Ez4) on ait 
1<r<2<1? 
€) Quel est l'ensemble des points M tels que : 

ici <i<enit 
d) Déterminer l'équation de l'ensemble des points M tels que #, valeur réelle donnée, 
racine de l'équation (E,,,). Étudier la position de cet ensemble par rapport à la courbe inter- 
venant dans la discussion du @). 


= — F et sa courbe représentative C. 

a) On considère la droite D, d'équation y = mx + 3. Discuter, suivant les valeurs de m, 
D bre d'éléments de C À D. On appelle M' et M" les éléments de cet ensemble, s'ils 
existent. 

4) Étudier la variation du produit scalaire OM . OM lorsque m varie. En déduire, m pour 


que M'OM? soit un angle droit. 


Soient les fonctions f,, définies par : f, (x) = (mn — 1) a+ x 4m 

a) Démontrer que les courbes représentatives C, des fonctions f,, passent par des points fixes 
lorsque m varie. 

b) Pour une valeur de x, la fonction f, passe, en général, par un extremum. Soit S,, le point 
représentatif de cet extremum sur Cm. Quel est l’ensemble des points S,, lorsque #1 prend 
toutes les valeurs possibles ? La courbe obtenue a deux branches. 

A quels sous-ensembles de l'ensemble des courbes C,, peut-on associer chacune de ces 
‘branches ? 


8.142** Soit P la parabole d'équation y = x°. 


Par un point M (y Ye), on fait passer une droite D de coefficient directeur m. On appelle M° 
et M" les points d'intersection, s'ils existent, de D et P, et N le conjugué harmonique de Mo 
par rapport à M' et M”. 

a) Calculer les coordonnées de N'en fonction de x, 9 et m. N est-il toujours défini ? 

%) On suppose que D reste parallèle à elle-même, son coefficient directeur prenant la 
valeur + 1. 

1° Quel est l'ensemble des points N lorsque My décrit l'axe x'x? 

2° Quel est l'ensemble des points N lorsque Ms décrit l'axe y'y? 


30 Quel est l'ensemble des points N lorsque Mo décrit la droite À d'équation y = — 7 ? 


€) On suppose maintenant que M (x, Yo) est fixe et que le coefficient directeur m de D varie. 
Quel est l'ensemble des points N lorsque M, est confondu : 
1 


2 avec le point B (1, 0). 3° avec le point C (I, 2). 


Démontrer qu'en général, N décrit une droite ou un segment de droite. 
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8.143 


8.144* 


8.145 


8.146 


8.147* 
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Soit les fonctions f,, définies par f,, (x) = (2 m — 1) x? — mx — m+ 2. 

a) Étudier le sens de variation de f,, suivant les valeurs réelles de m. 

6) Quel est l'ensemble des points représentatifs des extremums de f,,, dans un plan rapporté 
à un repère (0, ï, ÿ), quand m prend toutes les valeurs possibles ? 

<) Écrire l'équation des tangentes aux courbes C,, représentant f,, aux points d'abscisse — 1. 
Démontrer qu’elles sont concourantes. 


d) Existe-t-il une valeur x, de l'abscisse pour laquelle les tangentes à C,, sont parallèles entre 
elles? 


On illustrera les différentes questions en construisant C,, pour 


me-10, 33} 


Soit les fonctions fs, définies par f,, (x) = 


(0, 5). 
a) Pour quelles valeurs de m la fonction f,, admet-elle un maximum relatif? Construire C3 
et Cy. 
Montrer que les courbes C,, passent par trois points fixes. 
5) Soit y — kx l'équation d’une droite D,, passant par O. Établir l'équation dont les racines 
sont les abscisses des points d'intersection de C,, et de D;. Comment doit-on choisir m pour 
que toutes les droites D, coupent C,, ? 

(D'après Bace. C, Aix-Marseille. 1967.) 


On considère la fonction f qui, à tout nombre réel x de l'intervalle 1 = [+ 2, + 6] associe 
2% +3x+2 
x—i . 
Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f-4, définie sur un intervalle J, que 
l'on précisera. Quel est le sens de variation de la fonction f”1 sur l'intervalle 3? 
Déterminer la relation qui permet de calculer l'image d’un nombre quelconque de l'inter- 
valle J par la fonction f-1, 


le nombre y = 


: 
Soit f,, la fonction définie par fs, (x) tite où m est un paramètre réel non mul 
et x une variable réelle non nulle. On désigne par C,, la courbe représentative de cette fonction, 
en repère orthonormé (0, , ). 
a) Pour m = 4, étudier les variations de f, et construire Ci. 
D) m n'étant plus fixé à 4, déterminer pour quelles valeurs de m la fonction f, est monotone 
dans les intervalles où elle est définie. 
Pour quelles valeurs de m la fonction f,, admet-elle un maximum et un minimum? Calculer, 
en fonction de m les coordonnées des points correspondants de C,, et déterminer l'ensemble 
de ces points lorsque m varie. 
©) m étant encore quelconque, soit A,, le point où C, rencontre la droite d'équation x = 4 
et soit T,, la tangente en À, à C. Former l'équation de T,, et montrer que T,, coupe la droite 
d'équation y = x ++ 5 en un point B, indépendant de m, que l'on précisera. 

(Bacc. T et E, Reims. 1967.) 


a) Étudier et représenter graphiquement les variations de la fonction f, définie par 
3 
a) AG = DT Tidé 


Le repère (0, à, 5) est supposé orthonormé et la courbe est appelée C. 

b) Soient A et B les points de C; d’abscisses respectives 1 et 3; déterminer l'équation de la 

droite AB. Trouver les équations des tangentes à C; qui sont parallèles à AB. 

€) Une parallèle à l'axe y'y coupe C en M et la droite AB en N. Soit P le milieu de [M, N]; 

montrer qu'il existe entre les coordonnées de P une relation qui peut s'écrire 
—%+2x+3 

@) RE TU 3 


8.148 


8.149 


8150 


8151 


8.152 


8153 


8.154 


8155 


8156 


ic ic ï ion de x définie par la rela= 
Étudier et représenter graphiquement les variations de la fonction L 

Fe (2. (On nie C; la courbe obtenue et on la représentera dans le même repère que Cs-) 
€) Déterminer les coordonnées du point P de C,, distinct de À, tel que le triangle AMN cor- 
respondant soit isocèle, les côtés isométriques étant AM et AN. Quelle autre particularité ce 
triangle possède-t-il ? 


(Bacc. T et E, Lille. 1967.) 


Étude de fonctions rationnelles. 
e + 3x —4 

On considère la fonction réelle f définie par x) = 75" 

a) Étudier les variations de f. Le 

b) Soit C sa courbe représentative dans un plan rapporté à un repère (o, ii). 

Soit D la droite d'équation y = x + 3. 

Étudier la position relative de D et C. 

Tracer C. 


4 
Soit la fonction f définie par f(x) = x + 2 + 25 
Étudier la variation de cette fonction et construire sa courbe représentative C. 


à) Étudier la variation et construire la courbe représentative C de la fonction définie par 
» 
IDE 


ji ï1 k i: X ion de la tangente en M 
5) Soit M un point quelconque d'abscisse m, de C. Quelle est l'équation u 
àc? Exprimer en fonction de m les coordonnées du point T, où cette tangente coupe l'asymp= 


allèle à Oy. ? 
Se Fun point F4 D, d'ordonnée /, fixe. Trouver le nombre de tangentes qu'on peut mener 


T à la courbe C. Discussion. s z 
Fe Du polst A C4 1, + 1), on mène deux tangentes à C. Calculer le coefficient directeur de la 


droite joignant les points de contact. Donne Tue De D 


Étudier et construire la courbe représentative de f définie par 


—4 
sw = À © 


F 


Étudier et construire la courbe représentative de f'définie par 
»# 
SO = RE 
Étudier les fonctions suivantes et les représenter graphiquement par une courbe C. Comparer la 


position de C et de la courbe T (ex. 153 à 156). 


fO=#+1-7 Di:y=# +1 


Tiyp=2e +1. 


857% 


8158%+ 
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Soit les fonctions f,, définies par f,, (x) — 2 mxt — x? — 4m + 1. 

a) Démontrer que, lorsque m varie, les courbes représentatives C,, des fonctions f,, passent 
par des points fixes. 

b) Quel est le sens de variation de f,, suivant les valeurs de m? 

€) Quand f,, possède des extremums dont les abscisses sont non nulles, quel est l'ensemble des 
points représentatifs sur les courbes correspondantes ? 


Soit f,, la fonction définie par f,, (x) = (m — 1) # + x — m. 

a) Étudier le sens de variation de f,,, suivant les valeurs de m. La courbe représentative dans 
un plan rapporté à un repère (O, £ f) s'appelle C,.. 

b) Démontrer que C,, passe par un point fixe lorsque m varie. 

€) Quel est l’ensemble des points représentatifs des extremums des fonctions f,, d'abscisse 
non nulle, lorsque m varie ? 

4) Quel est l'ensemble des points d'inflexion des courbes C,, lorsque m varie ? 


9. 1 RAPPEL DE PROPRIÉTÉS DE R 


C] 


Equations et inéquations 


Dans les chapitres précédents l'étude des variations des fonctions polynômes ou 
rationnelles et la construction de leurs courbes représentatives nous a permis de 
discuter graphiquement certaines équations ou inéquations et certains systèmes. 
Dans la section 1 de ce chapitre nous donnons des exemples d'équations f (x) = 
et d'inéquations f (x) < Q où f désigne une fonction qui n'est pas une fonction ration- 
nelle: de telles équations ou inéquations sont appelées irrationnelles. 

Dans la section II nous donnons d'abord des exemples de résolution de systèmes symé- 
triques en x et y, puis des exemples de résolution de systèmes effectuée à l'aide de 
changement d'inconnue ou en employant une inconnue auxiliaire. 


Exemples d'équations et d’inéquations irrationnelles 


2) Propriété des égalités. 
Lorsque l'égalité a = b est vérifiée par deux nombres réels a et b, l'égalité à 
vérifiée également. 

Inversement, lorsque deux nombres a et b vérifient l'égalité a? — b?, ces nombres ont 
même valeur absolue, mais leurs signes sont quelconques : ils sont donc égaux ou oppo- 
sés. 

Donc quel que soit (a, b) ER? on a 


b? est 


0<a 0<a 
lose <— |0<b 
& = b, a=b, 
et 
ja<0<b ja<0<b 
La=b,. 7? |a=—b, 


et enfin d'une manière générale 
@=b) <— (lal=léb. 


b) Propriété des inégalités. 
Comme dans le cas des égalités, nous allons comparer les carrés a? et b? de deux nom- 
bres a et b, en supposant connue la relation d'ordre existant entre a et b. Soit, par exem- 
ple a < b. Trois cas sont à envisager. 
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. 1. Supposons 0 < a < b; on en déduit a® < ab et ab < b? (puisque a et b sont positifs 
Cf. 8 4. 1 a)), d'où a? < b?. 


2. Supposons ensuite a < b < 0; on en déduit : 4° > ab et ab > b? (puisque a et b 
sont négatifs), d’où a? > B?. 
3. Si enfin, a < 0 < b, on ne peut rien conclure; on a par exemple : 


a <b 
a < b? 
a <b 
&>b? 


a <b 
ab 


Ces exemples montrent que, si a < 0 < b, suivant les valeurs absolues de a et b, tous 
les cas at < b?, a? = b?, a? > b? peuvent se présenter. 


La conclusion que l'on peut tirer de cette étude est donc : quels que soient à et b réels : 
O<a<b) > (a <b?) 
G@<b<O0) > (a°> b?) 
et dans tous les cas, puisque |a| et | b| sont des nombres positifs : 
lal<161 > à <b, 
Inversement, sachant comparer les carrés a° et b? de deux nombres réels a et b, et ayant 
par exemple a? < b?, on en déduit | a| <|b|. Plus précisément 
sia>0 et  b2>0, alors a <b, 


sia<0 et  b<0, alors a >b, 
si a et b sont de signes contraires, le plus petit est, évidemment, celui qui est négatif. 


Résumons quels que soient les nombres réels a et b on a 
O<a<b) <> (a <b et a>0 et b>0) 
G@<b<0) <> (> et a<0 et b<0) 
(al<16D <> (@<P). 

Rappelons enfin que 4/a représente un nombre réel « si et seulement si a > 0 et qu'on 

a toujours « > 0; il en résulte en particulier que pour tout a réel on a W/aæ= | al. 


Nous allons utiliser ces résultats pour résoudre quelques équations et inéquations 
irrationnelles. 


9. 2 EXEMPLES D'ÉQUATIONS IRRATIONNELLES 


2) Exemple 1. 
Résoudre dans À. l'équation 


Wx+5=1—-x [0] 


La fonction intervenant dans l'équation n’est définie que pour x + 5 > 0. 
Quel que soit x réel vérifiant cette inégalité, les relations suivantes sont équivalentes : 
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VxF3=1-x, @ 
x+5=(—2) @ 
1=-Rk50 (G) 


en donnant à l’accolade le sens d’une conjonction. 

Remarquons que si x réel vérifie (2), x + 5 est égal au carré d’un nombre, il est donc 
positif ou nul et /x + 3 existe. La condition x + 5 > 0 n’est donc pas à retenir pour 
la résolution. L'équation (2) s'écrivant x? — 3 x — 4 — 0 on a pour tout x réel 
{(x—3x—4—0 x=—1 où x=+4 


Date PTE 


Si S désigne l'ensemble des solutions de (1), on a donc : 


S= {1} 
REMARQUE 
Si l'on voulait résoudre l'équation 
a VIFS =x-1, 
pour tout x réel, on aurait obtenu les équivalences suivantes 
o x+S=@— IX 3x e) 
goes TES re 6) 


L'équation (2!) et l'équation (2) sont identiques, mais les conditions (3) et (3') sont 
essentiellement distinctes et pour cette équation (1') l'ensemble des solutions est 
S'{+4} 
b) Exemple 2. 
Résoudre l'équation 
VTT + 5-3 = 3x (0) 
En élevant au carré les deux membres de cette équation, on obtient 
x+i+tx-3+2VGFDG—3=3x-— 1 @ 
Ces équations n'ont pas le même domaine de définition puisque pour (1) : 
Di = C1, oo 0 D + ef n [5 + œ[ = 13, + ct 


et pour (2) : 
D =] 00, — 1] U (3, + of. 
Par contre, on sait que les deux membres de l'équation (1), s’ils existent sont de même 
signe. Quel que soit x réel, on peut donc écrire : 
@ 
xEe (3, + of 
ANR DG—D=x+1 
x € [3, + of 
4G@ + D — 3) = (x + 1% @ 
xe B, + œl. 


(car, dès que x est élément de l'intervalle [3, + oo [, x + 1 est positif). 


O <— 
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D'où pour tout x réel, on a 
# &+DGx— 13 =0 
Or és 

REMARQUES 


1. Il est possible de résoudre une telle équation en utilisant seulement des implications. 
Pour tout x réel on a 


L'ensemble des solutions de (1) est donc S — | 


RFI + VERS = Ir TI ao 
D 2VGFDR-D=x+1 @ 
— +1) Gx—19 —0 6) 
L'ensemble des solutions de l'équation (3), appelée quelquefois équation résolvante 
de (1) est 
s | =14$ |: 


Lorsque (1) est vérifiée, (4) l'est; donc S € S’. 

Il suffit de vérifier si les (ou une) valeurs réelles contenues dans S' font partie ou non 
des. 

Pour la valeur — 1, on constate que x — 3 < 0, donc — 1 #5. 


Pour la valeur ++ 2, chacun des membres de (1) prend Ia valeur 24/3. 
5). 

EN 

2. L'équation résolvante (3) aurait été obtenue à partir des équations 


VE Tite vx = eVix—T, 


où chacun des nombres e, e’, e” peut prendre la valeur + 1 ou la valeur — 1. 


Donc + 2 € Set, plus précisément, S = | à à 


EXERCICE 
Quel est le nombre de ces équations (cf. remarque 2). 


9. 3 EXEMPLES D’INÉQUATIONS IRRATIONNELLES 


a) Exemple 1. 

Résoudre l'inéquation 

VI—x>x+4 @ 
1. Si x + 4 <Oet si 2 — x > 0, (1) est vérifiée, puisqu'un nombre négatif est toujours 
inférieur à un nombre positif. Ces deux conditions sont réalisées pour 

x €] 00, — 4]n 1 00,2] = ]— 00, — 4] 

2. Si x+4> 0, alors 2— x > 0 les deux membres de (1) sont positifs. En élevant 
au carré ces deux membres, on obtient une relation qui est vérifiée dès que x est solution 
de (1) : 

2—x>(x+ 4) @ 
Remarquons que toute solution de cette inéquation (2) est telle que (2 — x) est supé- 
rieur au carré d'un nombre réel, donc 2 — x > 0 et 4/2— x existe. 
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Pour toute valeur réelle de x, telle que x + 4 > 0 on a donc 
OO) => (f+9x+14<0) <> xe]l-7,—?2[. 
Nous sommes dans le cas où x + 4>0, donc x > —4. Les valeurs de x qui sont 
solutions, sont donc les valeurs de 
J-4+o[n]—7,—2=]—4,—21. 
Par suite, l’ensemble des solutions de l’inéquation est 
S=]-00,—4]U]- 4, —2{=}- 00, — 2. 


b) Exemple 2. 


. 4 


Résoudre l'inéquation 
x+3>VxF1 @) 


Si x+ 3 < 0, l'inéquation ne peut pas être vérifiée. 
Si x + 3> 0, en élevant au carré les deux membres de l'inéquation (1), on obtient 
une inéquation (2) qui est vérifiée par toute solution de (1) : 


G+Y>x+1 @ 


Mais toute solution de (2) n’est pas solution de (1), car, cette fois, l'inéquation (2) ne 
contient pas implicitement la condition x + 1 > 0, qui est nécessaire pour l'existence 


dey/x+1. 


Donc, pour tout x réel tel que x+3=>0:ona 


G+M>x+1 
x+12>0 


#+5x+8>0 
x+12>0 


D <— | 


Or pour tout x réel x?+ 5 x+ 8 > 0 (car A = 5? — 4 X 8 < 0 et le coefficient de 
x? est 1 > 0). 

Donc x est solution de (1) si et seulement si x + 3 > 0 et x + 1 >0. 

Par suite, l'ensemble S des solutions de (1) est S— [— 1, + oof. 


II. Exemples de systèmes d'équations 


SYSTÈMES SYMÉTRIQUES 


On se propose de résoudre des systèmes de deux équations à deux inconnues x et y 
tels que x et y interviennent symétriquement; c'est-à-dire que le système ne change 
pas si on transpose x et y. 
Il a été résolu un système de ce type dans le cours de Seconde, lorsque l’on a calculé 
deux nombres réels connaissant leur somme et leur produit : 

LR dd 

x=Pp 
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Il a été démontré que x et y sont alors les racines si elles existent, de l'équation 
1 — su + p — 0 (la condition d'existence étant s? — 4 p > 0). u' et u” étant les racines 
de cette équation, les solutions de (1) sont alors (u', u”) et (u”, u'). 

Nous allons résoudre plusieurs systèmes de ce type et montrer sur ces exemples qu'on 
peut toujours se ramener à la recherche de deux nombres connaissant leur somme et 
leur produit. 


5 EXEMPLES DE SYSTÈMES SYMÉTRIQUES 


a) Exemple 1. 


Résoudre le système | ne Et 


Quels que soient x et y réels, on a 


x+y=3 x+7=3 
rent: S 35 Rays 

as 3 
Te 972500 


Donc (x, y) est solution du système proposé si et seulement si x et y sont racines de 
l'équation 
W@—3u+2=0 


Par conséquent u € {1, 2} et si l’on appelle S l'ensemble des solutions du système donné 
on a : 


S= {(1,2), (2, 1)} 


b) Exemple 2. 
x+y=7 

Résoudre le système | 1 | 1, 
xT3 mn 


Les solutions sont à rechercher dans [IR* X IR*. 
Pour toutes valeurs réelles non nulles de x et y on a 


x+y=7 x+y= 
ere ee Em Em 2 4 
xt; 7 


Donc x et y sont racines de l'équation 
W—Tu+12= 


D'où ue{3,4} et 
= {G, 4), (4, 3)} 


9 Exemple 3. 
Résoudre le système 

7 

eS 

#+y=3, 


Pour simplifier l'écriture, posons x + y — s et xy = p. 
Le système s'écrit 


7 
fs 
Fee 


Quels que soient s et p réels, le système précédent est équivalent à 


soit 


ou encore 


o) 
L'équation (1) a pour racine 1 en évidence on a donc 
754 6—(P—7.14+09= (8 —1)—76—1D= 60645417 
et par conséquent l'équation (1) s'écrit 

(s—1)(#+s—6)=0 
Les racines de (1) sont donc 1, 2 et — 3. 


Par conséquent les nombres p et s sont tels que 


# 
(-5-7 et (G—=1 où s=2 où s——3) 


Les couples (s, p) cherchés sont ainsi solutions de l'un quelconque des systèmes suivants 


s=1 s=2 s=—3 
w! 5 af, 


= a 
LS VE Fat 3 


Les coordonnées de chacun des couples (x, y) solutions du système proposé sont donc 
les racines de l’une ou l’autre des équations correspondantes suivantes 


0. 


a #—u—$ 0, ar) M —2u+5=0, qu) + 3u+ À 


On montrera qu’il existe ainsi 4 couples solutions du système donné car il n'existe 
pas de nombres réels solutions de (III'). 
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9.6 EXEMPLES DE SYSTÈMES SE RAMENANT A UN SYSTÈME 
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SYMÉTRIQUE 


2) Exemple 1. 


Résoudre le système (1) | È 


Ce système n’est pas symétrique en x et y. Cependant quel que soit (x, ») de Rtona 
x—y=9 (x+-n=9 
us au + LCyn=4 @ 


le système (2) est symétrique par rapport aux deux variables x et — y qui sont par suite 
solutions de 
w#—9u+14=0; 


ces solutions sont 2 et 7 on a donc soit x = 2 et — y = 7, soit x — 7 et — y = 2, par 
conséquent l’ensemble S des solutions de (1) est 


S= {@, — 7, (7, —2)}. 


b) Exemple 2. 
Résoudre le système 
PDT EE 
x = V3 
Quel que soit (x, y) de 2 on a 
re = 
RENTE Fe A 2 
> |#C = —3 
xy= — V3 DE 


Cherchons x? et — y, ce sont les solutions de 
@+2u—3=0; 


ces solutions sont 1 et — 3 on a donc 
=) et —ÿ=—3. 


Enfin la condition xy < 0 nous donne les deux possibilités 
soit(æ 1 et y=—V3) soit(x=—1 et y = V3). 
L'ensemble S des solutions du système donné est donc 


s={a-v3, C14V3)} 


EXERCICE 
Les nombres réels a et b étant donnés, étudier le système 
#-ÿ#=a 
x = b. 
Montrer en particulier que, quel que soit (a, b) # (0, 0), ce système a deux solutions 
distinctes. 


9. 7 UN PROBLÈME RÉSOLU 


Résoudre et discuter suivant les valeurs du paramètre réel} le système 


=x-—2y 


LEP RTE 


Ce système est symétrique. Pour le résoudre remarquons que quels que soient les nombres 
réels a, a, b, b'on a 


a+b=a+b 


On a donc quels que soient les nombres réels x, y, À 
P—-p=(x-»ûA +) 
S+P=G+NA—-2, 
Re Rte += 
G+Db-xy+—-(1—-2)=0 


oo <— | 


Q) 
@ 


Or quels que soient les nombres réels x, y, x on a 


D <> (x=») où G+axy += +2), 
Q) <—> x=—y) où (é—-xy+y=1—)à)] 


Par conséquent quels que soient x, y, À la relation exprimée par (1), c'est-à-dire 
(my) où G+xy+=IHN] et [x=—») où G—xy+y=1—X) 


est équivalente à 


x x jy 
QE, où QD tn a, 0 OV mi 
M+xy+h=l+a 
ASE Rats 


en donnant, comme d'habitude à l'accolade le sens d'une conjonction. 


L'ensemble des solutions de (1) est donc la réunion des ensembles de solutions des systèmes 
QD), GD), (EV) et (V). 


Le système (II) a pour unique solution (0, 0) donc San = {(0, 0)}. 
Quels que soient x, y, À réels on a 


x= 
1x 


= VIEN, TER TD} 


QD <—> 


donc sià<1, Sn ={(—V1T 
sià=1,  Sm = ((0,0)}, 
ir> 1, Sn =. 


De même, quels que soient x, y, À réels, on a 


= y 
#=1+x 
donc sià>—1  Sw={— VTFA VIEN, (TER — VIF} 
Sa=—1  Sw = {(0,0)} 
SA<— 1 Sy =. 


AN <— 
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En appliquant la remarque faite au début du paragraphe on voit que, quels que soient x, y, À 
réels, on a 


G+—2x=1 


PER 
G+M=1+22 
xx 
Posons x+y=s et , ON à 
#=1+2, 
le système (V) n'a donc pas de solution si À < — 


2 


Supposons À > — 3 a condition d'existence de x et y est alors 
D 4p = HAN de 1222 0, 
c'est-à-dire À 5 
D'où la discussion du système (V) 
NPA 7 Sr=ig 
ee 2 D 1 vi vi, (vi _và | 
Am hxty=dxy=z don  Sy= 1(-22% (SE -1 


-}<2<y On site = V2 pm) 


sits— Vi+2rep = 


Désignons par w” et w” les racines qui sont distinctes de l'équation 1% 4 u VTT 2X + À = 0 
celles de 1 — u VTT ZA + À sont — utet u”,on a done dans ce cas (— 3 < 1< d 


Sy = {@u',u"), Qu, a’), Cu, — a"), Cu, — un}. 


onap = eu (s = Aou s = — V2), on trouve 
.-(t4-2 (4 


X>y #—4p<0 don Sy= 2: 


Le tableau suivant récapitule le nombre des solutions distinctes de (1) : il faut faire attention 
au fait que dans certains cas deux des systèmes (II) à (V) peuvent avoir une solution commune. 
Ainsi (0, 0) est toujours solution de (1); (0, 0) est solution de (III) et de (IV) respectivement pour 
À = 1età = — 1; (0, 0) n'est jamais solution de (V) car s = e/1+22,p=2. 


Pour À = — 3 (IV) et (V) ont chacun deux solutions qui sont les mêmes, de même (III) et (V) 
1 
pour À = 3: 


Le tableau suivant indique le nombre de solutions de chacun des systèmes (II) à (V) lorsqu'elles 
sont toutes distinctes, et les solutions communes lorsqu'il y en a. 


Fo) 
(£-2 


4-9 
(4) 


EXERCICE 


Le repère étant orthonormé on désigne par Cy la courbe d'équation x® = x — )y et 
par C; la courbe d'équation y = y — Àx. 
Comment sont situées ces deux courbes par rapport à la bissectrice des axes? 
Construire ces deux courbes sur un même graphique dans chacun des cas suivants 
1 1 
1=0 b)1= = 3 = + 
a) Dh=1 DE: 5 dr 3 
(Pour? £ 0 on remarquera que C; est la courbe représentative de la fonction 


2 —;6-#. 
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9. 8 EXEMPLES DE CHANGEMENT D'INCONNUES 


4) Exemple 1. Résoudre le système 


Si (x, ») est solution de (1) on a x 2 et y 7 — 3; posons 
1 1 


x=  —— 


x—2 » +3 


on est ramené à résoudre le système 
X+2Y=5 
qm | 2X HS Y 
dont la solution unique est (X, Y)— (1, 2); on en déduit x —2=— 1, d'où x— 3 et 


SE: 
Y4+3= 3 d'où y=— 5 


—4 


Donc (1) a une solution unique (. Fe 


b) Exemple 2. Résoudre le système 


@ He on po © 


—y=9 


Si (x, ») est solution de (1) on a x > 0 et y > 0; nous chercherons donc les solutions 
uniquement dans IR, x R,. 


Posons 
2Vx=Xx et Vy=Y 
on a donc également (X, Y)E IR; x IR4 et 
4x=Xt, 


Il nous faut résoudre le système 
= 
qm | X1— Y1— 9. 


Or quel que soit (X, Y)E IR, X IR, on a 


X—Y=I1 | Pr 
RDA EP er FREYEO (gs 


16): 


OD <— 


25 F £ 
d'où x = % y — 16. Le système (1) a pour unique solution 


266 


9. 9 EXEMPLES D'EMPLOI D'UNE INCONNUE AUXILIAIRE 


2) Exemple 1. 
Résoudre le système 
AI june Dhs vues 
o 11642 83 352% œ 
x+y+z= 13, @) 


Utilisons l'inconnue auxiliaire 4 telle que 


IG 47 5% ® 


Les équations (3) nous donnent 


x = 16,424 
@) 


y=—837k 
2= 5264, 
l'équation (2) nous donnera la valeur de 
k (16,42 — 8,37 + 5,26) = 133,1 
13,31 k— 133,1 


d'où k= 10. Le système (D a donc une solution unique (x, y, z) où x = 164,2, 
y= — 83,7, = 526. 


EXERCICE 
On donne les nombres réels à, B non nuls et les nombres réels x, Yo, u, », w; résoudre 
le système 
XX LY = 
z (0) 
ux + vy + w = 0. @ 


On introduira l'inconnue auxili: an Lo ê. 


mr: 
Si (u, v) 2 (0, 0) on reconnaîtra la discussion de l'intersection de la droite D passant 


par Mo (os »o) de vecteur directeur (x, 8) avec la droite À d'équation cartésienne 
ux + vy + w = 0 (cf, Cours de Seconde). 


b) Exemple 2. 


On donne les nombres réels a, 8, y non nuls et les nombres réels Xo, Vos Zw 4, v, W, 3 résou- 
dre le système 


Y = Yo _2— 2% 
@ = 5 @ 
ux + vy+w+h @) 
Utilisons l'inconnue auxiliaire p 
G) 
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On a donc 


X = Xo + ap 
@ |7=70+ 8 
2 20 + Ye. 
L'équation (2) et le système (4) nous donnent 
u Go + 2e) + v Oo + Be) + w (20 + ve) + = 0 
(5) ua + vB + we + uxo + vo + Wzo+ h— 0. 
D'où la discussion : 


1. ua + vB + wy 0, il y a une solution unique (x, y, z) de (1) déterminée par les 
formules (4) où 


_ Mot Wo+ wat 
ua + VB + Wwy 


2. ua + v8 + wy = 0 et uxo+ wo + Wzo+ h7£ 0. L'équation (5) n'a pas de solu- 
tion; il en est de même de (1). 
3. ux+ v8+ wy= 0 et uxo + vo+ Wwzo+ h— 0. L'équation (5) a pour solution 
tout nombre réel. Le système 1 a donc une infinité de solutions à un paramètre & 

Go + p% Yo + PB, zo + pv). 


e= 


REMARQUE 
Nous verrons dans le cours de Première (1. Il, géométrie dans l'espace) que, si 
Cu, v, w) £ (0, 0, 0), l'équation (2) représente un plan P et les équations (1) la droite D 
passant par Ms (o; Vos 20) et de vecteur directeur (x, 8, y). La résolution du système (1) 
est la recherche analytique des points communs à D et P. 


Nous verrons que ux + vê + wy = 0 signifie que D est parallèle à P. Les trois cas 
correspondent à : 


1. Det P sécants. 
2. DNnP = 9 (Det P strictement parallèles). 
3 DCP. 


= 


9.A 


EXERCICES 


Équations irrationnelles numériques : 1 à 9. 
Équations irrationnelles paramétriques : A, 10 à 15. 
Inéquations irrationnelles : 16 à 23. 

Systèmes d'équations : 23 à 38. 


Exercice résolu. 


Discuter suivant les valeurs du paramètre réel m, le nombre des racines de l'équation 


Vim-Dx-2m=2-x @ 


a) Pour les raisons données au $ 9.2 (exemple 1), quels que soient les nombres réels x et mon a 


(m— 1)xt — 2m = (2 — x}, 
Dent er 
(m — 2) xt + 4x — 2 (m + 2) = 0, @) 
rasée eR 


Il faut donc discuter le nombre des racines de l'équation (2) qui sont inférieures à 2. 

b) 4 ce sujet, rappelons un résultat établi dans le livre de 2° CT (1. 1, p. 205) : 

Le nombre ax? + bx + € (a 0), lorsqu'il est non nul, a un signe déterminé de la façon sui- 
vante : 


1. Dans le seul cas où le trinôme ax? + bx +- € a des racines distinctes & < @ et où x < x <f, 
ax + bx + cer le coefficient a de x° sont de signes opposés, soit a (ax* + bx + c) < 0. 
2. Dans tous les autres cas, ax? + bx + cet le coefficient a de x* ont le même signe soit 


a (ax° + bx + €) > 0. 


Donc étant donné l'équation ax? + bx + € = 0 où a # 0, si l'on calcule a (ax + bxy+ ©) 
pour une valeur donnée xs de x : 

1. Si a (ax + bxy + €) < 0, on peut conclure que cette équation a des racines distinctes à < 
et que à < x < B. 

2. Si a (ax} + bxo + ©) > 0, il faut calculer son discriminant A. Si À > 0 il y a des racines 
distinctes x < f et on est assuré que X4 est extérieur à [x, 8]. Pour savoir si xs < & ou bien xo > 8 
il suffit de comparer xs à un nombre compris entre x et 8 (leur demi-somme, par exemple). 

3. Si a (ax? + bxs + ©) — 0, x est l'une des racines de l'équation. 

<) Pour m = 2, l'équation (2) devient 4 x — 8 — 0, elle a pour racine 2 donc l'équation (1) a 
pour racine unique 2. 


Pour m #2 posons 
LG) = (m — 2) x? + 4x — 2(m + 2) 
on a à = m — 2, calculons donc A' et (m — 2) f (2) et cherchons leur signe suivant les valeurs 
de m 
A'=4+ 2(m— 2) (m+ 2) =2m°—4, 
donc A' = 0 pour m = — V/2et m= V2. 


{im — 2) (2) = (m — 2) [4 (m— 2) + 8 — 2(m + 2) = (m—2)(2m—4=2(m— 2}, 
donc quel que soit m Æ 2 on a (m — 2) f (2) > 0; par conséquent 2 est toujours extérieur à 
l'intervalle [z, 8] des racines. 

Comparons 2 à la demi-somme des racines 
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Résumons les résultats dans unitableau où S désigne l'ensemble des solutions de l'équation (1). détresse siens super LP: MAIRE, 


ren ty 13 925 y + xy* = 20, 
x = 6. 
su. naar 9.27 
* B+p= 102. 
x+r+wg=- 
ee A+ = 10. cé 
2 = ax + by, 
9.31 
LR I = re | 
x—y=6, | 
32 9.33 
j GE + 9) — p) = 1440. 
sabtees “#7 0 ess 
ou er D-zritr=r gsJ a 
; 2 
Pour m = 2, l'équation (2) est du 191 degré nous avons vu que S = {2}. Go DT 
US —x+y+z=0, 
Pour m = 4/2, æ=f=3et ;-2>0 don S— 9. 9.36 nes 9.37 EANATEE 
x+y—17=4, 
Pour m= Va a=p=5e $—2<0 donc S— {a} L°4 
9.38* Discuter le système suivant 
où a = Ax+y+z=a 
x++2=0, 
x+y+i= ce 
Exercices. (On prendra s = x + y + z pour inconnue auxiliaire.) 
Résoudre les équations suivantes (ex. À à 9). 
9.1 Vr+5=1-x 9.2 VAS: + 4— x. 
9.3 VAR FT = fx. 9.4 VI2x 5 = x +3. 4 
9.5 VRFIHVRFE=S5. 9.6 VÎT=x-Vrx-T=2 
9.7 2VTF2x+4Vx—2= Vi2x FI 9.8 VX 61 = x+1 
9.9 V=R F12=12— xl 


Discuter et résoudre les équations suivantes (ex. 10 à 15). 


9.10 Vr-m=x—2 9.11 
D VTFx-I=x+m 9.13 


DU VF Emi 


= x+3m. 9.15 


Résoudre les inéquations suivantes (ex. 16 à 23). 


9.16 x+2<VrFS DAT x+2>VxFS 

NI. -x-2SVEers 919 —x—2>VxF5 

9.20 [xl < V3 —4x +2 DU —x+1> VIN — 2x7. 
2 x—-1<VS—1I. 92 x+3>4VX +21. 
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10! 


Calculs numé 


ques 


La section I présente les généralités concernant le calcul numérique et l'utilisation 
des tables numériques. 

Sans reprendre la description de la règle à calcul la section II présente l'échelle 
des inverses et son utilisation pour le calcul des produits et des quotients. 

Ces deux sections L et IX font partie du programme commun aux trois classes de 
Première C, D et E. 

Dans le but d'être utile aux élèves de la classe de Première E, la section II reprend 
l'exposition, sur des exemples, des méthodes de calcul à l'aide des logarithmes 
décimaux. 

Enfin la section IV est une introduction à la construction et à l'utilisation des 
abaques. 

Ces deux sections III et IV appartiennent seulement au programme de Première E. 


I. Généralités. Utilisation des tables numériques 


10. 1 VALEURS APPROCHÉES. ERREUR. INCERTITUDE. ENCADREMENT 


a) Introduction. 


Sauf lorsqu'il s’agit de nombres rationnels « simples », c’est-à-dire de quotients entiers 
dont la valeur absolue est inférieure à 100, ou même à 10, les calculs pratiques, lorsqu'ils 
sont effectués à la main, avec ou sans table de logarithmes, à la règle à calcul, ou avec 
certaines machines à calcul dites de bureau, utilisent la représentation décimale des 
nombres réels. Les calculatrices électroniques travaillent avec le système binaire, mais 
le plus souvent reçoivent les données et fournissent les résultats dans le système décimal. 


C'est dire que dans un calcul pratique, un nombre réel non décimal n'interviendra 
jamais par sa valeur exacte, mais seulement par des valeurs décimales plus ou moins 
proches de cette valeur exacte. 


b) Erreur, incertitude. 


Lorsqu'on remplace un nombre réel x par un nombre x' on commet une érreur 
x— x'= e. Sie > 0 on dit que x’ est une valeur approchée de x par défaut : si e <0 
on dit que x’ est une valeur approchée par excès. 


En général x’ est le résultat d’une mesure ou le résultat approché d’un calcul précédent 
et on ne connaît pas l'erreur, sinon on connaîtrait x = x' + e exactement. Mais dans 
la plupart des cas on connaît un majorant de | e | (c'est-à-dire un nombre plus grand 
que ll). 

Ce majorant « de | e | est appelé l'incertitude avec laquelle on connaît le nombre x lorsque 
l’on prend x’ pour valeur approchée de x. 


On a donc 

Ix—xl=lel<e, 
c'est-à-dire 

X'—eC<x<x Fe 


On dit que x est encadré par x! —e et x'+e. 


<) Encadrement. 
D'une manière générale s'il existe deux nombres réels a et b tels que 
a<x<b 
on dit que x est encadré par a et b. 


Le nombre a est une valeur approchée par défaut, l'incertitude étant b — a. 
Le nombre b est une valeur approchée par excès, l'incertitude étant encore b — a. 


b 
Si l'on prend pour valeur approchée de x le nombre x’ = * + On he coma pes la 


j b 
sens de l'approximation, x pouvant être soit dans [e. :] + 2] soit dans Es ‘| 


l'incertitude, avec le choix de x = 2? pour valeur approchée de x, est 


2 


ED ee 2 nous avons à = x — cet = x + 6 et per 
2 


a 
En posant x — 


conséquent 
x'—e<x<x+e. 


Un résultat numérique x pourra s'exprimer de plusieurs manières équivalentes : 
19 Par encadrement à < x < b. 
Par exemple : 
1,41421 € x < 1,41422. 

2° Par la donnée de /a plus petite valeur d'encadrement a (valeur approchée par défaut) 
et l'incertitude =; on a alors 

a<x<a+e. 
30 Par la donnée de /a plus grande valeur d'encadrement b (valeur approchée par excès 
et l'incertitude e, on a alors 

b—e<x<b: 


49 Par une valeur approchée x' et l'incertitude &, on à alors 
x'—e<x<x'+e 


Par exemple 1,414215 est une valeur approchée de 4/2, l'incertitude est 5.10-$. 
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d) Conclusion. 


10.2 
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Dans la pratique, a et b seront des nombres décimaux. On sait que si x est un réel donné, 
il existe pour tout entier positif », un nombre décimal unique de la forme a, .10-", où 
a, € Z tel que 

an 10" € x < (a, + 1).10-" 


On peut donc théoriquement encadrer un nombre réel par des décimaux avec une incer- 
titude aussi petite que l’on veut. 

Pratiquement, on est cependant limité : 

— soit par la dimension des calculatrices. Pour chacune d'elles, le nombre des déci- 
males qu’elle peut enregistrer est limité : 

— soit par la précision des tables de logarithmes (les plus usuelles sont « à quatre ou 
à cinq décimales »), ou de la règle à calcul; 

— soit par le temps rapidement croissant que demande une plus grande précision. 
N'oublions pas enfin que beaucoup de données numériques ont une origine expéri- 
mentale, et à ce titre ne peuvent être fournies qu'avec une incertitude qui dépend de 
la précision des instruments de mesure et du soin de l'expérimentation, mais qui de 
toute manière ne pourra pas descendre au-dessous d’une certaine valeur. 


En conclusion, tout calcul pratique sers 
males. 


effectué sur des valeurs approchées déci- 


ORDRE DE GRANDEUR. CHIFFRES SIGNIFICATIFS 


Une présentation commode d’un résultat numérique consiste à l'écrire sous la forme 
d’un nombre compris entre 1 et 10 multiplié par une puissance (positive ou négative) 
de 10. 
Parexemple 371,43  s'écrira 3,7143.10* 

0,0000421 s'écrira  4,21.10-5. 


L’exposant p de 10 fournit un premier encadrement puisque sa donnée permet d’affir- 
mer que 107 < x < 107*1, Elle donne une première idée de l’ordre de grandeur de x, 
et toute faute de calcul sur p dénature le résultat et est /a plus grave des fautes que l'on 
puisse commettre. 
La précision avec laquelle doit être donnée une valeur approchée dépend de ce que 
l’on sait de l'incertitude avec laquelle elle permet d'encadrer la valeur exacte. 
Supposant par exemple que la terre est assimilable à une sphère, cherchons son rayon 
en kilomètres en prenant pour valeur approchée par défaut de x le nombre 3,14 avec 
une incertitude de 102. 

20 000 

3,14 

une valeur approchée telle que la suivante 6369,4. Or, dans les conditions où l'on s'est 


Si l'on « calcule » 


» on peut donner autant de décimales que l’on veut, et en donner 


placé les deux derniers chiffres n'ont aucune valeur. On veut en effet évaluer a 
3,14 < x < 3,15. On a donc 


20000 _ 20000 < 20000 
3,15 # 3,14 


avec 


10. 3 OPÉRATIONS SUR DES VALEURS APPROCHÉES 


20 000 
Or une valeur approchée par défaut de = est 6349,2 et une valeur approchée par 


3,15 
20 000 
3,4 
Tout ce que l’on peut affirmer est donc que l’on a pour le rayon R de la terre exprimé 
en kilomètres 


excès de 


est 6369,5. 


6349,2 < R < 6369,5 


On peut donner le résultat sous la forme 6,36. 10° qui est une valeur approchée de R 
avec une erreur inférieure à 11 km. 

(Sachant d'ailleurs que r est plus proche de 3,14 que de 3,15, on peut affirmer, sans faire 
le calcul avec une valeur approchée plus précise de , que l'erreur est certainement 
inférieure à 10 km, et que 6,36. 10° est très vraisemblablement une valeur approchée 
par défaut.) 

Il est certain, en tout cas, que donner le résultat sous la forme 6349,2 ou 6369,5 n'est 
pas recommandable puisque l'on a lieu de penser que les derniers chiffres écrits n'appor- 
tent aucune information valable. Par contre ceux de 6,36. 10°, que l'on qualifie souvent 
de chiffres significatifs, donnent ce que l'on connaît du nombre R : le premier 6 et le 3 
sont certainement exacts; dans une valeur plus approchée de R, le second 6 risque 
d'être remplacé par un 5. 


EXEROICE 
Refaire ces calculs avec 3,1415 < x < 3,1416. 


a) Incertitude sur une somme. 
Soient deux nombres réels x et y connus chacun par un encadrement. On a 
a<x<ath  b<y<b+k. 


d'où a+ b<x+y<a+b+h+ k; a+ best donc une valeur approchée de x + y 
et l'incertitude sur x + y est À + k, somme des incertitudes sur x et sur y. 

Remarquons qu’à tout encadrement a < x < a + h correspond un encadrement de 
— x, on a, en effet, — (a + 4) < — x < — a pour lequel l'incertitude est la même. 
On peut donc conclure : 


L'incertitude sur une somme de nombres réels ou de leurs opposés est la somme des 
incertitudes associées à chacun d'eux. 


Il y a donc une perte de précision. 


b) Incertitude sur un produit. 
Soient x et y deux nombres réels positifs, encadrés par des nombres réels positifs 
a<x<ath  b<y<b+k. 
On en déduit ab < xy < ab+ bh + ak + hk. 


ab est une valeur approchée par défaut, et l'incertitude est bh + ak + hk; elle dépend 
non seulement des incertitudes sur x et y, mais des valeurs approchées a et b. + 
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Il est commode à ce propos d'écrire les encadrements sous la forme 
a<x<a(l+e), b<y<b({+r) 


h k - " 
où e — actn— 7 peuvent être appelés incertitudes relatives et seront toujours prati- 
quement entre 0 et 1. Dans ces conditions, on a 

ab < xy < ab(1 + e + n + ne). 
L'incertitude relative sur le produit est e + n + en. Dans la pratique, e et n sont « petits » 


et en est « négligeable ». Par exemple, si e — 7 — 10- on à en — 104, et il est raison- 
nable de considérer que l'incertitude relative sur le produit est alors 2. 10-, 


REMARQUE 


Si x et y ne sont pas tous deux positifs, on applique les considérations précédentes 
aux valeurs absolues de x, y et xy. 


€) Incertitude sur l'inverse. 


Supposons x positif, encadré par a et a (1 + «) avec 0 < a. 


1 


; 1 1 . 
Onaa< x < all + e), on en déduit y; < x < 3: Mais on peut remarquer 


que 1 —e < er 1 — et < 1), et que l'on peut écrire 


1 


1 L 
aU—N<E<S 


où encore, en posant b< 1 <b({+e). 


, 
TUE) 
» r. 1 . + 
Ce qui prouve que l'incertitude relative sur = est la même que l'incertitude sur x. 


REMARQUE 
Le résultat précédent concerne l'incertitude relative. Il faut noter que si x est voisin 
de 0, l'incertitude sut peut être considérable. Si l'on sait que 10-# < x < 2. 10, 2 
lui, est compris éntre 5. 10 et 10%. 

exempLE 
Calculer les incertitudes avec lesquelles on connaît x lorsque l'on prend pour valeur 


V2+ V3, V6. 


approchée de x l’une des valeurs suivantes 


10. 4 VALEURS APPROCHÉES USUELLES 
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Nous nous proposons de trouver des valeurs approchées des nombres (1 + x), 
1 


VT F Der er forme 1 + kx, k étant un nombre réel ne dépendant 


pas de x, lorsque | x | est « petit ». Non précisée, la dernière locution n'a pas de sens; 
c'est pour cela que nous avons mis le mot « petit » entre guillemets; dans certaines 


situations, on aura |x| < Jp dans d’autres |x| < root. En tout état de cause 


nous supposerons toujours que | x | < 5 dans ce cas l'erreur commise dans les approxi- 


mations que nous allons faire est toujours inférieure à 2 x; nous le démontrerons dans 
certains cas, nous l’admettrons dans les autres cas. 


a) Valeurs approchées de (1 + x) et V/T + x. 
Nous avons 
Ga 14 2x + 2 


Le nombre 1 + 2x est une valeur approchée par défaut de (1 + x}, l'erreur est x?, 


1 ce ie Le Re 1 
Si 1x1 < gg l'erreur est inférieure à pgg si | X| < jgg l'erreur est inférieure à 19-Ggp" 


etc. 
Nous dirons dans ces conditions que les nombres (1 + x)° et 1 + 2x sont peu dif- 


férents; nous écrirons 
A+xze1+2x 


qui se lit : «(1 + x}° est peu différent de 1 + 2x». e 
Nous pouvons penser que si les deux nombres positifs 1 + 2 y et (1 + y)? sont peu dif- 
férents alors il en est de même de 4/1 + 2y et 1 + y. En posant 2 y — x nous aurons 


Le nombre 1 + Ÿ est une valeur approchée par exeès de 4/T + x, en effet on a 
A pu 
itx<itet+ = (143) 


EXEROICE 1 
On pose 


1+Y=VTFF+e 


(e > 0); montrer que e est racine du trinôme défini pour tout nombre réel u par 


SO =R-G+Du+T 


Caleuler A |] et SC). En déduire que pour x positif on a e < 


1 # 
Nous admettrons que pour x négatif tel que |x| < 3 on a e < + 


1 
b) Valeur approchée de ÿ—— 
Nous avons 
1—x=(1—2 (+ x) 
ou encore 


1=(—-94+9+x% - 
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d'où 
1 x 
Tereehe bp 


er 
cale T+x 
TE x; Si x est positif cette erreur est inférieure à x?; si x est négatif et tel que 


Le nombre 1 — x est donc une valeur approchée par défaut de 


l'erreur est 


1 
1x < 3 cette erreur est inférieure à 2x?. Nous écrirons 


DER nee Es =: 


x 
Le nombre 1 + % est peu différent de 4/T + x, nous pouvons penser que 7 
x 
[DS M 
= qui est peu différent de 1 — ; Nous admettrons que l'on a 
1+3 


est peu différent de 


et que l'erreur est inférieure à = si x est positif et à = 


EXEROICE 2 


Démontrer que 1 — % est une valeur approchée par défaut de 


d) Conclusion. 


Nous voyons que si pour tout nombre réel a > 0 on pose 


+= 1+a 
EXEMPLES 
1. 4/97 = 100 —3 — 10 4/1 — 310% & 10(1 — 1,5.10-%) — 10 — 0,15 — 9,85. 
1 1 
2 —————© © 10 (1 — = # . 
PDT MU Ti -S > ali NN dE 


10. 5 USAGE DES TABLES NUMÉRIQUES 


a) Introduction. 


Soit f'une fonction numérique, application d’une partie D de IR dans IR. Cette fonction 
est déterminée si on connaît f(x) pour tout x de D. Dans la pratique il nous suffira de 
connaître pour chaque x de D une valeur approchée décimale y, de y — SG. 

Une table de la fonction f consiste à donner les valeurs approchées à 1077 près pour les 
valeurs 


<a 


de x, ces valeurs vérifiant [xi, x,] € D. Dans la pratique vous utiliserez des tables où 
p = 4 (ou 5). On dit que ce sont des tables à 4 (ou 5) décimales. Quant aux valeurs x, 
x on prend en général des entiers consécutifs ou des nombres décimaux, à k déci- 
males, consécutifs. 

Nous allons d'abord décrire la structure des tables; nous indiquerons ensuite comment 


la table d'une fonction f permet de calculer une valeur approchée y, de fG@) pour 
n< x < n+ 1 à l'aide des valeurs approchées de  (n) et f (n + 1) données par la table. 


b) Structure d'une table. 


Les plus simples consistent à écrire les valeurs entières consécutives de x dans une pre- 
mière colonne et en regard, dans une deuxième colonne les valeurs correspondantes, 
exactes ou approchées de f (x). 


Exemple : la table 1, à la fin du livre, donne conjointement les valeurs de x?, xt, 4/x, 
1/x pour les entiers de 1 à 99. 

Le plus souvent on procède comme à la table 2 donnant les valeurs de x? de 1 à 499 : 
dans la première colonne on écrit uniquement le nombre des dizaines du nombre x et 
sur la première ligne les chiffres de 0 à 9. Le carré de 274 par exemple se trouve à l’inter- 
section de la ligne marquée 27 (sur la première colonne) et de la colonne marquée 4 
(sur la première ligne). 

Il est rare qu'une table donne les valeurs exactes de f(x) : c'est le cas cependant des 
tables des fonctions x + %, x r—— x% (cf. table 1 et table 2); la table donne 
en général une valeur approchée décimale; ainsi la table 1, pour les fonctions 
x /xet x i——+ 1/x, donne des valeurs approchées par défaut à 10-* près. 
Très souvent on utilise pour les tables à p décimales la règle suivante que nous exposons 
pour p = 4. Soit 


LG) = 3,4734 a... 


si a < 5 on écrit dans la table 3, 4734, 
sia>5 3, 4735. 
Naturellement pour 2, 7429 a... si a > 5, c’est le nombre 2,7430 qui est écrit dans la 
table. Avec cette règle l'erreur commise est toujours inférieure a} 10-4— 5.105, Mais 


avec cette pratique om ne connaît pas le sens de l'approximation car si a < 5 la valeur 
écrite dans la table est une valeur approchée par défaut à 5.105 près et si a 2> 5 c'est 
une valeur approchée par excès à 5.10-$ près. Certaines tables remédient à cet inconvé- 
nient en indiquant par un signe spécial les valeurs approchées par excès. 
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<) Interpolation linéaire. 


Supposons d'abord pour simplifier que les valeurs inscrites dans la table sont des valeurs 
exactes. 


Nous nous proposons de calculer (x) pour x tel que 


n<x<n+1 
à l’aide de f(n), Ja+ D), x et n. Le procédé consiste à remplacer dans l'intervalle 
{n, n + 1] la fonction f par une fonction affine g telle que 
=) et g(m+1)=fu+ 1). 
Calculons g (x); nous savons qu'il existe un nombre réel ie 
; 1 a tel 
Xi > de [n, n + 1], on ait bn à 


8 — 8x 
% 


% 


Nous avons donc 


8 — 2800 _g@+1)—gm 
er Ds JG +1), 


d'où 
8 = Sn) + (@ — 7) LG + 1) — fn]. 


Le remplacement de y = f(x) par y, = g (x) est appelé interpolation linéaire. Sur la 


figure 1 l'erreur commise est représentée 
1 par MM; vous apprendrez plus tard à 
un majorant de | f(x) — g (x) | dans [n, n + 1]. FRE 


EXEMPLE 
1. Soit à calculer (34,2) . On a (cf. table 1) 


8 (34) — [(34) = 39 304 
8 (35) = (5) = 42875 


J@+1)—f()=3571  x—n—02 
d'où 8) — g (ni) = 0,2 X 3571 = 714,2 
& (x) = 39 304 + 714,2 — 40 018,2. 


Donc (4,2F + 40 018,2. 


EXERCICE 


La valeur exacte de (34,23 est 40 001,688. Calculer un majorant de l'erreur absolue 
et de l'erreur relative dans le calcul précédent. 


Les fonctions classiques que vous aurez à utiliser sont strictement monotones dans les 
intervalles considérés; dans le calcul précédent il faudra faire attention au sens de varia- 
tion : ainsi pour des calculs en grades les fonctions sinus et tangente sont strictement 
croissantes pour 0 < x gr < 50 et les fonctions cosinus et cotangente sont strictement 
décroissantes pour 0 < x gr < 50. 


REMARQUES 


1. Le nombre see = Jin + 1) — f@) est le coefficient directeur de la 
droite (AB) (fig, 1); ce nombre est appelé différence tabulaire de / dans Un, # + 1]. 
2. Naturellement si la table donne les valeurs de / (x) pour des valeurs non entières 
a Bon aura 
a UD) — #(@) _ 1) 10), 


x—a B—e 


La fonction f étant supposée strictement monotone l'interpolation linéaire permet, 
connaissant le nombre y, de trouver une valeur approchée x, de x telle que y = f(x). 
Supposons f strictement croissante ; si la table contient les valeurs de f pour x = 1, 2..., 99 
on aura (1) < f (99). Considérons un nombre y de [fQ), (09)]; si ce nombre figure 
dans la table on aura f(#) = y d'où x — n, car une fonction strictement monotone est 
injective. La plupart du temps on trouvera 7 tel que 

SG) <y<f@+ 1). 


La méthode consiste à prendre pour valeur approchée x, de x tel que f(x) = y le nombre - 
x tel que g (x) = y la formule (1) devient 


à = Ji + D —f@) 


y et g(m=/f( 
Fr = LE 
4 Fa +0 — f) 


Sur la figure 2 l'erreur commise est représentée par MM; vous apprendrez plus tard à 
calculer un majorant de | x — x | dans {n, # + 1]. 


d'où, comme g (xi] 
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EXEMPLE 
2. Soit à calculer 4/82 541, on a (table 2) 


(287) — 82369 et (288) — 82944. 
D'où 
82541 — 82369 
en — 8294 — 82369 — 575 
172 
a — 287 = 78 © 029 
x © 287,29. 


Remarquons que l'on pourrait prendre Éd avec davantage de décimales; lorsque 


vous saurez calculer un majorant de | x — x; | vous constaterez que prendre davantage 


, 172 
de chiffres pour Er] serait illusoire (cf. $ 10.2). 


La quasi totalité des tables donnent seulement une valeur approchée de f (n); dans l'inter- 
polation linéaire il y a deux sources d'erreurs : 

1. Les erreurs dues à la table : on fait des calculs sur des valeurs approchées de f (n) 
et f(u+ 1). 

2. L'erreur due au principe de l'interpolation linéaire : 
on remplace la fonction f'par la fonction affine g. 

Les tables sont conçues de manière que la deuxième erreur soit négligeable devant la 
première. Ainsi, si la table est à 4 décimales, le nombre f(x), qu'il figure ou non dans 
la table est connu avec une incertitude égale à 5.105. 


Æ 


dans l'intervalle [n, n + 1] 


Il. Règle à calcul 


PRINCIPE DE LA RÈGLE A CALCUL 


Rappelons que nous avons admis dans le cours de Seconde (cf. tome 1 page 131) l’exis- 
tence d’une bijection + de IR? sur IR (appelée foncrion logarithmique de base 10) possé- 
dant les deux propriétés suivantes 


1. Pour tout x et tout y de IR? on a 


æ (y) = @ GX) + @ (») 
2 p(10)=1. 


10. 


La bijection & est un isomorphisme du groupe (R+, X) sur le groupe (IR, +), on a donc 
e()=—0. 
On en déduit les règles suivantes que nous utiliserons pour calculer avec une règle à 
calcul 


@ ge X ») = 90) + 0) 


Calculons + ( Posons À — z, soi x — pz; d'après (1) 


CE 
PQ = P0)+ +) 

d'où 

@ 8 (5) 0 — +0) 


Et encore (en utilisant exceptionnellement le symbole de division : pour éviter la super- 
position de traits de fractions) 


ex x D = e(x:3) 200) 


@ 8) 0 (x x 3) - #0 + + ()) 


Remarquons que la règle à calcul permet seulement de trouver les chifires significatifs 
d'un produit ou d'un quotient de deux ou plusieurs nombres. L'ordre de grandeur du 
résultat n'est pas obtenu par lecture sur la règle, mais par calcul approché direct; on 
remplace les nombres donnés par des nombres plus simples pour pouvoir situer le 
nombre N cherché entre deux puissances successives de 10 : 10" < N < 101, N s'écrira 
alors : N— a X 10°, où 1 <a < 10. La règle à calcul permet seulement la détermina- 
tion de a. 


G) 


En classe de Seconde, une méthode de calcul a été indiquée pour le calcul des produits 
et des quotients. Nous allons présenter à titre de complément une autre méthode qui 
évite le déplacement de la réglette mobile vers la gauche et qui est donc plus rapide 
puisque la main gauche tient la règle pendant que la main droite seule assure le dépla- 
cement de la réglette mobile. 


PRÉSENTATION DE L'ÉCHELLE DES INVERSES 


L'échelle située sur la réglette mobile et nommée a s'appelle échelle des inverses. Elle 
est identique aux échelles de base B ou b de la règle, mais les nombres sont indiqués 
en croissant de la droite vers la gauche, au lieu d'être marqués en croissant de la gauche 
vers la droite. Il est important de bien observer cette propriété de la graduation pour 
ne pas faire d’erreurs de lecture. 


283 


curseur Dans le cas général, on a le schéma suivant, pour N— x X y : 
Echelle des carrés corps de la règle g(y) 
= T vf 1 
OS LH de LCA 9 0 / n Î 
Bs 
2 L { 
pa 2 4 DA TOUR 7-18 (e A {x |* xy 
à HE BE _ Sn  — + 
ve 8 ë 4 8 ‘à 8 | x) | | 
8 bout ht : bittet = — ‘Di 
( nm 1 a lis Vue Lu 1e le 2 PxXy) 
É er sn 3: 
5 / hu ] FRE D eines in 
L fer mr LL 3 
< réglette Ce mode de calcul n'est pas toujours possible, par exemple pour N— 3 X 4 (voir 
trait médian du curseur exemple 2). 
Echelle de base 
Echelle des inverses EXEROICES D'ENTRAINEMENT 
fig.3 xXY 
Comme son nom l'indique, cette échelle permet de faire une lecture directe de l'inverse 
d’un nombre : deux nombres placés suivant le trait médian du curseur, l’un sur l'échelle a, 3,1 4,9 x 10 
l’autre sur l'échelle b sont inverses. 0,57 7,63 X 10 


43 5,29 
1,63 6,60 x 10 


Par exemple, en face de 4 de l'une des échelles, on lit 25 sur l'autre 126  |7,75 x 10 


025); en face 


de 2, on lit 5 G _ 0): etc. 


Exemple 2 : Soit à calculer N= 3 X 4. 
La méthode précédente n'est pas applicable, puisque, si l'on met bout à bout les seg- 
ments correspondant à + (3) et + (4), on obtient + (3) ++ & (4) à l'extérieur de la règle. 


On utilise la règle (3) : 


10. 8 OPÉRATIONS 


a) Multiplication. 


Exemple 1. Soit à calculer N = 2 X 3. On utilise le résultat (1). 

Sur l'échelle marquée B, on repère « 2 ». On place le « 1 » de l'échelle b en face de ce 
«2» et on repère avec le trait du curseur le « 3 » de l'échelle b. Le résultat se lit direc- 
tement sur l'échelle B : N= 6. 


trait du curseur 


échelle des inverses 


91) | échelle de base 
b!] La 
12 lé 

1 
É 9) | ! fig.6 pUx3)= pla: h = pp (3) 
(6) Sur l'échelle B, on repère « 4 », à l'aide du trait du curseur. Sur ce trait du curseur, on 
1 
| fig.4 p2X3)=p(2)+p(3) indique « 3 » de l'échelle des inverses (il correspond à 3 de l'échelle b). En face du « 1 » 


de l'échelle b on lit le résultat « 12 ». 
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De façon plus générale, on a le schéma suivant : 


px) 
fig. 7 (3) plxxy)=plx: 


EXEROICES D'ENTRAINEMENT 


xx} 


4,1 3,07 x 10 41,7 0,763 3,18 x 10 
37 2,02 x 10? 572 0,0269 1,540 x 10 
0,465 1,445 x 10 5,58 0,732 4,08 
2,21 1,115 x 10 885 0,00251 2,2 
0,343 1,28 9550 0,279 2,66 X 10% 


REMARQUE 


Une multiplication étant à effectuer, une et une seule des deux méthodes précédentes 
est toujours applicable, 


b) Division. 


Exemple 1. Soit à calculer N — # 


On utilise la gègle (2). 
#l 
F* ei 
?(3) 


b | | 
| —{* 
16 48 
| | 
(48) 
me PUPI= pla) p (3) 


Suivant le trait du curseur, on affiche « 48 » de l’échelle B et « 3 » de l'échelle b. On 
lit le résultat sur l'échelle B en face du « 1 » de l'échelle b. 
De façon générale, on a le schéma suivant : 


x 
y 
1 - ; 
| a —_ 
| | 1162] | 
| b 1 Ly 
x #1 
Bi y | 
t—— D 
(x) 
fig.? (2) o(ÿ)= px) (y) 


Ce principe de calcul n'est pas toujours possible, par exemple pour N= 42 : 7 (voir 
exemple 2). 


EXEROIOES D'ENTRAINEMENT 


21,8 1,745 x 107? 1,745 


1,18 3,10 x 10 2,38 x 103 
13,75 3,73 x 101 1,69 x 102 
0,0257 3,48 x 10 2,23 X 109 
458 1,32 x 102 2,97 x 103 


Exemple 2. Calcul de N = 42 :7. 
On utilise la règle (4). 


trait du curseur 
échelle des inverses 


échelle de base 


?(42) 


ME) 
fig.10 w)= wpt42x })= p(42)+ (h) 


En face de la graduation « 42 » de l'échelle B, on place le « 10 » de l'échelle des inverses. 
Puis l’on repère avec le trait du curseur le « 7 » de l'échelle b des inverses et on lit le 
résultat en face de ce trait du curseur sur l'échelle B. 
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10.9 PROPRIÉTÉS DES LOGARITHMES DÉCIMAUX (RAPPELS) 
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Ce type de calcul se généralise avec le schéma suivant. 


?{x) + le 


fig.11 Z)= T)= L 
ig (4) p=plax y) Pat (5) 


EXEROICES D'ENTRAINEMENT 


= 
y 


0,255 5,55 x 10 5,40 x 10-? 


9,21 x 101 


81,5 2,98 X 10-2 
0,925 9,42 x 10 8,19 x 10 
0,0743 5,85 x 10 7,15 


0,375 4,86 x 10? 9,28 x 10? 


REMARQUE 


Une division étant à'effectuer, une et une seule des deux méthodes précédentes est 
toujours applicable. 


III. Logarithmes décimaux | 


Le contenu de cette section ne figure qu'au programme de Première E. 


Nous avons admis en Seconde qu'il existe une bijection e de IR sur [R telle que 
1. Pour tout x de R# et tout y de IR? on a 


PaN=R0+e0) 
2. (10) = 1. 


Cette fonction est appelée fonction logarithmique de base 10; le nombre + (x) s'écrit 
log x, il est appelé logarithme décimal de x. 


La fonction logarithmique de base 10 est un isomorphisme du groupe (IR+,X) sur le 
groupe (R, +) on a donc 
log 1 — 0. 


D'autre part nous avons démontré en Seconde les résultats suivants (cf. tome 2, p. 83) : 


Théorème. 


Quels que soient les nombres réels x, y, z, £ strictement positifs et quel que soit le 
nombre rationnel r on a 


log (xyzt) = log x + log y + log z + log t, 
log = log x — log y. 
log x' = r log x. 


EXEMPLES 
1. Pour n € [N, log x" = n log x; en particulier log 10" = n. 


2 
2. log x = à log x. 


angel u2$ 13 


10.10 UTILISATION D'UNE TABLE DE LOGARITHMES 


a) Caractéristique et mantisse d’un logarithme décimal. 


Soit x un nombre réel > 0, il existe un entier relatif unique n tel que 10" < x < 10"*1; 
il existe donc un nombre réel x' > 0 tel que 


x= 10"x' avec 1<x'< 10 


d'où 
log x = log 10% + log x’ = n + log x! 
avec 
0 < log x <1. 
Par exemple : 
log 516 —log(I0® X 5,16)—  2+ log 5,16 
log 516000 log (105 X 5,16) 5+ log 5,16 
log 0,00516 — log (107% X 5,16) — 3 + log 5,16 


Le nombre n est appelé la caractéristique de log x. 

Si x > 1, la caractéristique est le nombre de chiffres, diminué de 1, de la partie entière 
de x écrit dans le système décimal. 

Si 0 < x < 1 la caractéristique est un entier strictement négatif, sa valeur absolue est 
le rang du premier chiffre non nul situé après la virgule dans l'écriture décimale de x. 
Lorsque la caractéristique est négative au lieu d'écrire n— —n" on l'écrit n'; ainsi 
la caractéristique de log 0,00516 est 3. 

Le nombre log x' est appelé la mantisse de log x, c'est un nombre positif strictement 
inférieur à 1 car 1 < x’ < 10. 

Ainsi tous les nombres qui, dans leur écriture décimale, ne diffèrent que par la place 


de la virgule ou par le nombre de © mis après le dernier chiffre significatif ont même 
mantisse. 
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La mantisse seule est donnée par la table. Ainsi à 5 . 10-5 près on a 


log 516  — 2,7126, 
log 516 000 — 5,7126, 
log 0,00516 — 3,7126, 


le symbole 3,7126 signifiant (— 3) +- 0,7126. 


b) Table de logarithmes. 


Comme tous les nombres de la forme 10" a ont même mantisse, une table de logarithme 
donne les valeurs approchées des mantisses des logarithmes décimaux des nombres 
entiers 1 à 10". 

Nous allons décrire la table donnée à la fin du livre (table 5); elle donne la valeur appro- 
chée à 5.10"$ près de la mantisse des logarithmes des nombres entiers de 100 à 1 000. 
On dit que c'est une table à 4 décimales. 


REMARQUE 1 


Nous avons dit qu'une table numérique d'une fonction f était conçue de manière 
que l'erreur sur f(x), lorsque n < x < n + 1, due à l'interpolation linéaire était 
négligeable par rapport à l'erreur due à la table (/(n) indiquée par la table est une 
valeur approchée). Il en résulte qu'il y a un lien entre la précision donnée par la table 
et l'amplitude de celle-ci. Ainsi les tables de logarithmes à 5 décimales donnent les 
logarithmes des nombres de 1 000 à 10 000. 


La table est disposée en colonnes : la première colonne donne le nombre des dizaines 
de x ensuite sur la première ligne on lit le nombre des unités de x (ef. $ 10. 5 6). 

En fait à l'intersection de la ligne des dizaines de x et de la colonne des unités de x 
on ne lit pas une valeur approchée de la mantisse mais cette valeur approchée multipliée 
par 101, Ainsi pour x = 516 à l'intersection de la ligne 51 (lu dans la première colonne) 
et de la colonne 6 (lu dans la première ligne) on trouve 7 126; la mantisse est donc 
0,7126, donc 


log 516 — 2,7126. 


Le premier chiffre de la mantisse (multipliée par 10%) ici 7, reste le même pour plusieurs 
nombres consécutifs, iln’est pas répété; il faut alors le chercher dans une ligne antérieure; 
ainsi pour 563 à l'intersection de la ligne 56 et de la colonne 3 on lit 505, deux lignes 
au-dessus on voit que le premier chiffre est 7, la mantisse est donc 0,7505. 


Cherchons enfin la mantisse de log 258; à l'intersection de la ligne 25 et de la colonne 8 
nous lisons 116, l'étoile indique qu’il faut aller chercher le premier chiffre de la mantisse 
dans la ligne suivante, ce chiffre est donc un 4, et nous avons 


log 258 — 2,416. 


<) Recherche du logarithme d’un nombre. 
Nous savons trouver la caractéristique (cf. 10. 10 a). 
Si le nombre x a au plus trois chiffres significatifs on peut lire la mantisse dans la table. 


Exemple 1. Soit x — 74,8; la mantisse de log 74,8 est la même que celle de log 748; 
pour 748 nous lisons dans la table 8739 donc 


log 74,8 — 1,8739. 


Exemple 2. Soit x — 0,0017, la mantisse de log 17 est celle de log x; nous lisons dans 
la table 2304 donc 


log 0,0017 = 3,2304. 
Si le nombre x a plus de trois chiffres significatifs il faut procéder par interpolation linéaire : 


Exemple 3. Soit x — 2 357; la mantisse de log 2357 est la même que celle de log 235,7. 
On lit dans la table : 


pour 236 3729 
pour 235 3711 
d' A= 18 


En fait ce nombre À — 18 est improprement appelé différence tabulaire, car le différence 
tabulaire est 
log 236 — log 235 = 18 X 1074, 


C'est-à-dire on calcule sur des unités qui valent 10“, Pour 0,7 nous aurons une correction 
égale à 
A *X 0,7= 18 X 0,7 = 12,6 


il s'agit en fait de 12,6 X 1074 à ajouter à log 235. 


On peut présenter le calcul de la façon suivante 


log 2 350 — 3,371 

pour 7 1264=1 
3,37236 

log 2357 — 3,3724 


Dans le résultat définitif on a « forcé » la 4e décimale car la 5€ est un 6 > 5. 


Exemple 4. Soit x = 0,09363. Nous obtenons 


log 0,0936 = 2,9713 

pour 3 12 A=—4 
297142 

,9714 


108 0,09363 — 


Recherche d’un nombre dont le logarithme est connu. 


La mantisse de log x va nous permettre de trouver les chiffres significatifs de x à l’aide 
de la table; ensuite la caractéristique nous permettra de déterminer complètement x. 


Si la mantisse est dans la table nous avons les chiffres significatifs par simple lecture. 
Exemple 5. Soit log x — 5,4014. 
Pour la mantisse 4 014 on lit dans la table 252, d'où, la caractéristique étant 5, 

log x — 5,4014 x = 252 000. 
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Exemple 6. Soit log x — 3,6866. 
Pour la mantisse 6866 on lit dans la table 486, d'où, la caractéristique étant 3, 


log x — 3,6866 + x — 0,00486. 


Si la mantisse n’est pas dans la table il faut procéder par interpolation linéaire. 
Exemple 7. Soit log x = 1,5241. 
Dans la table on lit pour les mantisses 
5237 < 5241 < 5250. 
On a donc 
A = 5250 — 5237 — 13 
d=—5241—5237— 4 


Le nombre 5237 est la mantisse de 334, par interpolation linéaire on voit que 5241 est la 
mantisse de 


334 + eA = 334 + 0,30 = 334,3. 


La caractéristique 1 nous permet d'écrire 
x= 33,43. 


On peut présenter le calcul de la façon suivante 


log x = 1,5241 
5237 


4 
5241 


REMARQUE 2 


Dans tous ces calculs nous utilisons traditionnellement le signe « égal » entre les 
nombres écrits, en fait il serait plus correct d'écrire le signe =. 


10.11 CALOULS LOGARITHMIQUES 
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a) Introduction. 


L'utilisation des logarithmes permet de ramener le calcul d’un nombre tel que 
ab" 
x=— 
€ 
où 4, b, c sont des nombres strictement positifs et un nombre rationnel, au calcul de 


log x — log a + r log b — log c. 


La seule difficulté provient du fait que pour trouver x connaissant log x il faut mettre 
log x sous la forme : caractéristique + mantisse, la mantisse m étant telle que O < m < 1. 
Pour l’addition aucune difficulté : la somme des mantisses de log a et log b donne la 
mantisse de log a + log b avec une retenue, 0 ou 1, qui vient s'ajouter à la somme des 
caractéristiques, ainsi 


log a — 2,3015 


log a = 5,4373 
log b = 2,7428 
log a + log b — 4,1801 


log a + log b— 1,7139 


I n'y a aucune difficulté non plus pour la multiplication d’un logarithme par un entier 
positif, ainsi 


log a — 1,3821 
x4 
4 log a = 3,5284 


4 X (1,3821) = 4 [(— 1) + 0,3821] = (— 4) + (1,5284) = (— 3) + 0,5284. 


Pour la division d’un logarithme par un nombre entier positif # on procédera comme 
le montrent les exemples suivants, car en général le quotient de la caractéristique par 
n'est pas un entier 


1 44237 
318a=5— — 22118 
1 63127 _ 

log a = “5 — 1,2625 
1 62378 _- 

3 log a = “5 — 2,0793 


Log a = 27439 _ (= 2) + 0,7439 _ (— 3) + 1,7439 
Fa Jorge Te 3 & 3 
= (— 1) + 0,5813 = 1,5813. 
En revanche dans le calcul de log a — log b la différence des deux mantisses est un 
nombre positif ou négatif; l'introduction du cologarithme d'un nombre va nous per- 
mettre de mettre log a — log b ainsi que celle de r log a où r est un rationnel négatif 
sous la forme caractéristique + mantisse. 


b) Cologarithme d’un nombre. 


On appelle cologarithme d’un nombre le logarithme de son inverse. 
Le cologarithme de x s'écrit colog x; on a 


1 
colog x = log = = log 1 — log x = — log x 
Le cologarithme d'un nombre est donc l'opposé de son logarithme. 
Connaissant log x on mettra le nombre colog x sous la forme caractéristique + mantisse 
de la manière suivante. 
Soit log a — 3,2742, on a 


colog a— — (3 + 0,2742) — — 3 — 0,2742 


3— 1+ (1 — 0,2742) = 4,7258. 


Soit log a — 4,3127, on a 
colog a = 4+-0,3127) = + 4 — 0,3127 


+ (1 — 0,3127) = 3,6873. 
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Soit log a — 0,3470, on a 
colog a = — (0,3470) = — 1 + (1 — 0,3470) — 1,6530. 
Autrement dit : 


La caractéristique de colog x s'obtient en ajoutant \ à la caractéristique de log x et en 
changeant le signe du résultat, 

la mantisse de colog x est le complément à 1 de la mantisse de log x; on l'obtient en retran- 
chant chaque chiffre de la mantisse de log x de 9 sauf le dernier chiffre significatif que l'on 
retranche de 10. 


Soit à calculer log a — log b; nous mettons colog b sous la forme caractéristique + man- 
tisse; nous pourrons alors sans difficulté mettre 


log a — log b — log a + colog b 
sous la forme caractéristique + mantisse. 
Il en sera de même pour r log a lorsque r est négatif, on aura : 
r'log a = log a’ = colog a = (— r) colog a, 
où — rest positif. 


Exemple de calcul logarithmique. 


Soit à calculer 


4,38 4/0,175 
0,428 


x= 


Nous avons 


log x = log 34,38 + jrs 0,175 — log 0,428 
— 108 34,38 + jo 0,175 + colog 0,428. 


On peut disposer le calcul de la manière suivante 


Caleuls auxiliaires 

log 34,30 — 1,5353 A —13 
pour 8 10,4 

log 34,38 — 1,5363 


Calculs définitifs 
log 34,38 — 1,5363 


jrs 0,175 = 1,7477 
colog 0,428 — 0,3686 


log 0,175 = T,2430 log x nd 
=3+22430 (DER 49  A—10 
à lo8 0175 = 1,747 dybs 04 
= Séances 494 
log 0,428 — 1,6314 
colog 0,428 — 0,3686 Set 


10.12 INTRODUCTION 


IV. Notions sur les abaques 


Le contenu de cette section ne figure qu’au programme de Première E. 


Le mot abaque (substäntif masculin) vient du latin abacus qui désignait une tablette, 
ancêtre de notre boulier, permettant d'effectuer certains calculs. Le mot abaque désigne 
aujourd'hui tout graphique permettant de lire certains résultats numériques sans calculs. 


2) Exemple d'utilisation d'une courbe unique. 
Supposons construite de façon précise sur du papier millimétré la courbe représentative 
à 36 9 36 
de la fonction x —— — cette courbe a pour équation y = = ou encore 
xy = 36. 


Cette courbe une fois tracée, ou plutôt son arc correspondant à 0 < a < x & b, per- 
mettra de trouver le quotient de 36 par tout nombre réel x compris entre a et b; l'approxi- 
mation du résultat dépend de la précision avec laquelle a été construite la courbe et de la 
précision des lectures. 


b) Exemple d'utilisation d’un réseau de courbes. 


Si l'on veut graphiquement trouver le quotient de z par x on sera amené à construire sur 
un même graphique plusieurs courbes d'équations respectives 


a) xy=z 


où z représente un paramètre. La figure 3 représente pour 1 < x < 10 et 1 < y < 10 les 
ares des courbes C, où z— 5 puis z— 10, z— 20, z— 30... jusqu'à z — 90. Sur une 
feuille de papier plus grande on pourrait construire — toujours pour x et y compris entre 1 
et 10 — davantage d'ares des courbes C,. Le point M de l'arc construit de la courbe C, a 
ses coordonnées (x, y) qui vérifient xy — z. 


5 . 30 
Sur le graphique de la figure 3 on pourra lire par exemple &- = 3,7 ou 3 x 6,7 + 20. 


Cependant si on veut trouver xy, dans la plupart des cas le point M (x, y) ne se trouvera 
pas sur une courbe C,; il faudra apprécier à vue la valeur du paramètre z de la courbe Cs 
qui passerait par M si on l’avait dessinée; par exemple on pourra lire 2,4 X 6,3 + 15. 


Le réseau de courbes de la figure 12 constitue un abaque, abaque très rudimentaire que 
nous allons transformer pour le rendre plus pratique. 


<) Exemple d'utilisation d’échelles non métriques. 


Dans la figure 12 l'axe des abscisses et l'axe des ordonnées sont gradués à l'aide d'échelles 
équidistantes, que l'on appelle échelles métriques. 
Prenons les logarithmes décimaux des deux membres de la relation (1) nous avons 


@) log x + log y — log z. 
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10) 
9 
9 
8 À Lo 
7 Ÿ 5] 
6 4 
3 
à 
a 
2 
û 
Def QE NAS PR 2 T4 5 67890 + 
fig.12 fig.13 


Si nous posons X — log x et Y — log y nous avons 
@ X+ Y= logz. 


Par rapport aux axes w X, w Y, (2') représente une famille de droites. Le principe de la 
méthode consiste, pour le point H de l’axe des abscisses tel que 


GH=X= log x 


à marquer x et non X, on obtient ainsi une échelle logarithmique : vous avez vu de telles 

échelles sur vos règles à calcul; on procède de même pour l'axe des ordonnées. 

Chaque droite ainsi obtenue est repérée de même par z; on obtient ainsi une famille de 

droites parallèles A, qui constituent l'abaque de la figure 13; pour construire cet abaque 
| on trouve dans le commerce du papier logarithmique où les échelles des deux axes sont 

logarithmiques. 

La branche des mathématiques appliquées consacrée à l'étude des méthodes de calcul 
| graphique et en particulier à l'étude des abaques est appelée Nomographie. L'une des 

méthodes de cette science consiste à choisir les échelles des axes de manière que les courbes 

considérées deviennent des droites; cette transformation des courbes par changement 
| des échelles est appelée anamorphose. 


10. 13 ÉCHELLES FONCTIONNELLES 


a) Définitions. 
Nous ne parlerons que d'échelles rectilignes : sur un axe uX on considère un ensemble 
de points M et on associe à chacun d'eux un nombre réel x appelée sa cote. 
La différence des cotes de deux points consécutifs, appelée échelon, est en général 
constant : on prendra selon les cas un échelon égal à 1 (ef. fig. 12 et 13) ou égal à 10 
ou à 5, etc... 


La différence des abscisses de deux points consécutifs est le pas de l'échelle considérée. 
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Si ce pas est constant on dit que l'échelle est métrique; entre l'abscisse &M — X de M 
et sa cote x on a la relation 


X=ux; 


le nombre réel y est l’abscisse du point A de cote 1, on dit que c’est le module de l'échelle 
métrique considérée; sur la figure 14 on a 4 — 10 mm. 


Geste m5 cb 70 mu 9 x 
o 
fig.14 


Soit maintenant une fonction numérique f que l’on doit utiliser dans la question étudiée 
pour a < x < b; nous supposons naturellement que f'est définie dans [a, 6]; si f'est stric- 
tement monotone sur [a, b], ce qui sera le cas le plus fréquent on aura 

Sa) <fG) < SG) si f'est strictement croissante, 

S() <F( <F(a) si f est strictement décroissante. 


Sur un axe &X on construira les points M d'abscisses 
X= GA = pf() 
mais on attribuera au point M d’abscisse f(x) la cote x. On obtient ainsi l'échelle 
fonctionnelle de la fonction (pour a < x < b). 
L'unité de longueur étant choisie, y est appelé le module de l'échelle considérée; on a 
__ abscisse du point coté x. 
1@ H 


si 1 est la cote de l'un des points considérés, 1 est l'abscisse de ce point U de cote 1 (fig. 15). 


| 


( 
mfh | 
Fe À | 


fig.15 


REMARQUES 

1. La cote de « est un nombre x, tel que f(x) = 0. 
L'origine & de l'axe ne figure donc sur l'échelle construite (pour a x < b et 
strictement croissante) que si x, [a, b]. 
Dans les mêmes conditions le point U coté 1 ne figure sur l'échelle que si 1 € [a, b]. 

2. Le module y: dépend de la dimension du papier utilisé et de la valeur de | (5) — f(a) |. 
Par exemple si f'est strictement croissante et si on veut que l'échelle ait 100 mm entre 
A et B de cotes respectives a et b nous avons 


A =uf(@), «B=u/f6), AB = u(/(6) — (a): 
on aura done pour y: (en millimètres) 
# 100 
716 -1© 


et ceci, que le point w appartienne ou non à l'échelle. 
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b) Exemples. 
Exemple 1. Échelle des carrés de x — 0 à x — 10 avec échelon 1, la longueur de l'échelle 


100 
étant 100 mm. On a u = 100 — 1 (en mm), ici w figure dans l'échelle (fig. 16). 


012 3 4 ÿ 6 Fa 8 9 10 x 


uw 


fig.16 


Exemple 2. Échelle des inverses de x = 1 à x — 10 avec échelon 1; voici figure 17 une 
échelle des inverses : 


8765 4 3 2 L NT 


fig.17 


Trouver à titre d'exercice le module de cette échelle (on utilisera les points de cote 1 et 2). 
1 


On remarque que l'origine « n'est pas un point de l'échelle. La relation © M 


montre que M tend vers zéro lorsque x tend vers + co : la cote de w serait + co. 
Exemple 3. Échelle logarithmique de x = 1 à x — 10 avec échelon 1, la longueur de 
l'échelle étant 125 mm. 

On aura (en millimètres) 


125 125 


#01 1-0 12 


1 2 3 L'on 0. 718.9 0x 


fig.18 


Ici l'origine w est le point de cote 1 (fig. 18). 


Dans la pratique on marque le point w origine des abscisses naturellement s'il se trouve 
dans les limites de la figure; mais on marque sur l'axe uniquement la lettre représentant 
la cote (x) et non la lettre représentant l’abscisse du point (X). 


10.14 EXEMPLES D'ABAQUES CARTÉSIENS 


a) Exemple 1. Soient trois nombres réels vérifiant 


@ pt 


R'R R 

Construire un abaque permettant, connaissant deux des nombres R;, Ra, R de trouver le 
troisième et ceci pour R et R3 compris entre À et 10. 

(La relation (1) se présente en Électricité lorsqu'on cherche la résistance de deux circuits 
montés en parallèle.) 
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On pourrait construire les ares des courbes représentatives Cx des fonctions 
RR; 
R—R, 


SR 


où R est un paramètre et R, la variable et ceci pour R; compris entre 1 et 10 : on obtient 
en axes rectangulaires une famille d’hyperboles équilatères; les échelles des axes sont 
alors des échelles métriques. Construisez ces courbes à titre d'exercice. 


Si nous prenons sur les axes deux échelles des inverses, en posant 


nous obtenons 
@ X+X = £ 


famille de droites As dépendant du paramètre R. La figure 19 donne ces droites pour 
quelques valeurs de R. 


R 
1 
LS 
2 
3 
4 
5: 
10 LA 
Vo 
10 3 LG 5 T fi 
Ÿ KR À Ÿ Ÿ Ÿ 
F 
fig.19 


Cet abaque permet connaissant deux des nombres R;, R3, R de trouver le troisième. 


A l'exercice 10.111 nous indiquerons un autre moyen de représenter graphiquement la 
relation (1). 
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Der É Ê CAR PARTS See & à & à 
Construire l'abaque de la relation ei E ste 
1 900 —— æ 
o] x= ire ua ee 
800) - 
en prenant sur les axes des échelles logarithmiques. 
On prendra 10 < # < 100 (en secondes) et 100 < x < 1 000 (en mètres). 7ÉÉ 
La relation (1) nous donne pour y > 0 600| 
@ log x — 2 log 1 + log }- 
500] 
Si les échelles logarithmiques des axes ont toutes deux 125 mm on aura 
125 
” - = 400] 
X=umlogx avec Éd eue : 
T=u'logt = = = 125; 
TAOEE RE CIO = 100 LP 
la relation (2) devient donc De 
s Hé 
@ X=2T + log }- 
L'abaque obtenu est constitué des droites D, de coefficient directeur 2. / 
Remarquens que le point de cote 1 — 10 sur l'axe des abscisses n'est pas l'origine de 200f 5 
l'échelle logarithmique des temps; de même le point de cote x — 100 de l'axe des ordon- Hi HE 
nées n'est pas l’origine de l'échelle logarithmique des espaces (fig. 20). pe Bar Ë 
Pour quelques valeurs de y allant de 0,1 à 10 (en m/s?) nous cherchons les cotes d'un dd É f 
point de chaque droite D, à l'aide de la formule x = re Ë de Fa 
 . Ë 
i es # ts 
. Ë ii 
HA HAT 
Pour 1 = 100 100 HÉHHEE si HR 
10 20 30 40 
fig.20 
pour { = 40 


Cet abaque une fois construit nous permet de résoudre de multiples questions relatives 
à un point animé d’un mouvement uniformément accéléré (dans le cas où v — 0 pour 
1= 0) : 

Étant donné deux des nombres #, x, y nous pourrons lire, avec une certaine approxima- 
tion, le troisième sur l’abaque, par exemple 

on lity 5,5, 
on lit x = 450, 

on lits = 18 etc. 


Nous obtenons ainsi l’abaque de la figure 20. 
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9 Généralisation. 5) L'abaque étant construit, il est utilisé pour trouver des résultats numériques gra- 
; à LT rat: , 

Considérons une relation entre trois variables réelles x, y, z de la forme Res Pa one On ee io de 

@ S@+80)+4()—0 résultats numériques; il peut très bien arriver d’ailleurs que les personnes qui utilisent 


“2 l'abaque soient distinctes des personnes qui l'ont construit. 
où f, &, h sont trois fonctions numériques d’une variable réelle, 


Si l’on considère (x, y) comme le couple des coordonnées d'un point m du plan rapporté Tous les abaques que nous avons considérés jusqu'à maintenant utilisent les coor- 
à un système d'axes munis d’échelles métriques et z comme un paramètre réel, la relation (1) données cartésiennes d'un point, c'est pour cela qu’ils sont appelés abaques carté- 
| st une condition nécessaire et suffisante pour que m (x, y) appartienne à une courbe C,. siens. On considère en Nomographie beaucoup d'autres espèces d'abaques ; nous 
Munissons l'axe des abscisses d’une échelle fonctionnelle relative à la fonction f'et l'axe allons donner maintenant un exemple d'abaque non cartésien. 
des ordonnées d'une échelle fonctionnelle relative à la fonction g; pour un point M de 
ce graphique (fig. 21) nous aurons 10.15 ABAQUES A POINTS ALIGNÉS 
X=0H= pf(x, S'Eérii 
FAT tr 0) Dans un plan rapporté à un système d’axes quelconques Ou, Ov considérons trois axes 
xs dgxs, dpxs parallèles à Ov, les points w,, w,, «, étant sur l’axe Ou. 
Soient trois points Mi, Ms, Ms situés respectivement sur les axes 6x, dyxp g%a 
fig. 22); ces points M, Ms, M, sont alignés sur une droite A si et seulement si les droites 
(MM) et (MM) ont même coefficient directeur, c’est-à-dire si et seulement si 
Az 
ou encore (car Ou, — Ou = ojes et Oo — Ou, = ou), 
10e CoMs — 0,M) — 004 (Me — M) = 
M 
c'est-à-dire 
Hg(y) (o) os. M + og . &Me + ou, 
Li car le coefficient de w,M; est — ojuy + wj0y = 6j + Gj04 = ou. 
è Le Donc M, Ms, M3 sont alignés si et seulement si la relation (1) est vérifiée. 
f(x 
fig. 21 


les modules y et y’ des deux échelles seront calculés compte tenu des dimensions que 
l'on veut donner au graphique et des intervalles [a, b] et [e, d] où se trouvent respecti- 
vement x et y. 

La relation (1) devient 


ii 1 
@) aXt+uY+hG=0. 


Cette relation (2) représente une famille de droites parallèles A, dépendant du para- 
mètre z; ces droites sont les transformées par anamorphose des courbes C: 

ÆEn construisant ces droites pour un certain nombre des valeurs de z on obtiendra un 
abaque permettant d'effectuer graphiquement des calculs sur la relation (1). 


REMARQUE 


Dans l'étude d’une relation au moyen d’un abaque il y a deux phases : 
4) La relation étant donnée, on construit l'abaque; comme nous l'avons vu à l'exem- 
ple 2 ci-dessus il faut alors faire des calculs. 


Re fig.22 303 


b) Représentation de la relation ax, + ax, + a+, = 0 


Dans cette relation x, +3, x, représentent trois variables réelles et &, &, as trois constan- 
tes réelles. 


Munissons les axes wx1, xs, xs de trois échelles métriques de modules respectifs 
Hi» Hz Ua et désignons par Ms, M3, Ma les points de chacun de ces axes de cotes respec- 
tives x4, Xy Xy NOUS avons 


Mi = OM = pers Ms = bre 
D'après la relation (1) ces points seront alignés si et seulement si on a 
@ HO x1 + Besoin Xe + 15 010% — 0. 


Donc les points de cotes respectives x, xs, xy vérifiant la relation aux; + ax; + ax = 0 
seront alignés si et seulement si 


& Mes _ ue _ one, 
a ms 4 


Ces deux relations permettent de choisir 14, l», ls et les points «y, 6y Wy; TEMATQUONS 
cependant que les trois modules ne sont pas indépendants; les relations (3) nous donnent 


on a donc 


@ 


Par exemple on choisira 4, et u, suivant les intervalles où, dans la question étudiée, se 
trouvent x, et x2; la formule (4) nous donnera 4, et la première des relations (3) la valeur 


œ 2. 
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L'abaque ainsi construit est tel que les points de cofes respectives x, x4, x3 sur chacun 
de leurs axes sont alignés si et seulement si la relation ax + aus + aux, — O est vérifiée; 
d'où le nom d’abaque à points alignés donné à un tel abaque. 


EXEMPLE 


Construire l'abaque à points alignés de la relation 3 x + 5 x, — 2x, = 0. 
Prenons pour simplifier us = 44; la relation (4) nous donne 1, =, = 44, et la 
première des relations (3) 


on obtient ainsi la figure 23. 


En traçant la droite joignant les points x, — 2 et x, — 3 on trouve x, = 10,5; en 
traçant la droite joignant x, — 2,5 et x, — 6 on trouve x, — 0,9 etc. 


fig.23 


©) Représentation de la relation f, (x) + fs (3) + fs (#5) = © 


Dans cette relation fi, f,, /, représentent trois fonctions numériques d’une variable 
réelle. 


Munissons les axes 61%, xs, üst de trois échelles fonctionnelles relatives respective- 
ment aux fonctions fi, fs, fy nous avons 
Mi MAG) Me HG), 03Ms = ls (xs). 

D'après la relation (1) les points M3, My, Mg de cotes respectives x, xs, x3 sur ces échelles 

seront alignés si et seulement si on a 

(O] tons fi Ga) + Logos fa (D + Hors f (xD) = 0 

Donc les points M;, M3, M4 de cotes respectives x, x2, X3 vérifiant 
À Gr) + Ja Ga) + fe Gr) = 0 

seront alignés si et seulement si on a 

@ HO = Bd = pyoon. 

Ces relations (6) permettront de choisir les modules 3, 13, us des trois échelles et les 

points 6, &g, y. 

On a ainsi construit un abaque à points alignés représentant la relation | 
À @D + fe 2) + fa Ga) = 0. 


10.1 
10.2 
10.3 


10.4 


10.5 
10.6 
10.7 


10.8 
10.9 
10.10 


10.11* 


10.12 
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EXERCICES 


Calculs approchés (encadrement, incertitude) : 1 à 12. 
Interpolation linéaire : 13 à 25. 
Règle à calcul : 26 à 75. 


Pour les élèves de Première E + 

Calculs logarithmiques : 76 à 103. 

Construction et utilisation d'abaques + 104 à 112. 

Étant donné x et y par les encadrements x < x < x et ÿ, < y < y», donner les encadrements 
associés sy < 8 < 4 ef P, < p < Pa pour S = x + y et p — xy. Quelle est l'incertitude lorsqu'on 
prend's, (resp. p:) ou s; (resp. ps) pour valeur approchée de s (resp. p}? lorsqu'on prend ss 


(re , Pi + a}r (exercices 1 à 3). 


= n=0 n=132% 13,2. 
= 0,141, x3=0,142, y; = 9,02, Ja = 9,04. 


%= 1,70, x%= 1083 pi=—0,025, y: = — 0,019. 


En utilisant les développements décimaux x = 3,14159... et 4/3 — 1,7320... trouver un enca- 
drement a < x 4/3 < b tel que b — a soit le plus proche possible de 5 X 10-3. 


On donne les valeurs approchées par défaut Xs, Yis 2 de x, y, z à 10-? près; calculer un encadre- 
ment pour 2 x — ÿ + 3 z et l'incertitude lorsqu'on prend pour valeur approchée de 2 x — y + 3z 
l'une des bornes de l'intervalle d'encadrement (exercices 5 à 1). 


p=3, x= 8,05, Yi — 1,40, 2 = 0,29. 
p=5, x1=0,14161, y,=1,00831, 2, — 0,98976. 
p=4, x,=0,0417, y,=1,2870, z, — 0,9050. 


Étant donné x et y par les encadrements x, < x < Xa et Y < ÿ < YA donner l'encadrement 
associé qi <q < qu pour q = sl Quelle est l'incertitude si on prend qs (ou ds) pour valeur 


+ 
Z 


= 5,28, = 541, = —1,47, ya = — 1,48. 
%1=0,49, x3= 0,50, y; —0,03, y = 0,05. 
M=A4T %=48 7 =91, Ya = 10, 


approchée de a ? lorsqu'on prend #2? (exercices 8 à 10). 


On donne la valeur approchée par défaut à 10-3 près de 4/3, a — 1,732 et la valeur approchée 

V3 

Via 
5 


me 


par défaut à 10-% près de 4/3, b — 2,449. Donner une valeur approchée par défaut de 
10-? près, p étant le plus grand possible. 


Calculer à l'aide de la table 1 les nombres (1,23)* et (187)?, puis comparer les résultats avec 
ceux que l’on obtiendrait en utilisant la table 2. 


10.13 
10.14 
10.15 
10.16 
10.17 
10.18 
10.19 
10.20 
10.21 
10.22 
10.23 
10.24 
10.25 


10.26 
10.28 
10.30 
10.32 
10.34 
10.36 
10.38 
10.40 
10.42 
10.44 
10.46 


10.48 


10.50 


10.52 


10.54 


10.56 


10.58 


Calculer les valeurs approchées des nombres suivants par interpolation linéaire (exercices 13 à 25), 


G149 GIP, (BP (able 1). 
GSLD, (BON, (534? (table 2). 

VI82, VT3212, 4217435 (table 2). 

VAT435, 4/73 38000 (able 2). 

V5 Ÿ2T2, Ÿ48717 (table 1). 

sin 1812’, sin 27051’, sin 8503’ (table 4). 

cos 23042’, cos 73010’, cos 35918’ (table 4). 

tg 41927, tg 78035’, tg 17049’ (table 4). 

cotg 3611,  colg634,  cotg 56924" (table 4). 

cos 3518gr, cos T3llgr, | cos 50,87 gr (table 3). 

sin 41,08 gr, sin 20,09 gr, sin 79,37 gr (table 3). 

8 47398, te 18098, te 14,73 gr (table 3). 

cotg 86,138, cotgS448ur,  cotg 7,93 gr (table 3). 

Vérifier à l'aide de la règle à calcul les résultats approchés suivants (ex. 26 à 15). 

0,329 x 51 = 1,68 X 10. 10.27 4,18 X 1,66 — 6,95. 

18,15 X 0,124 = 2,25. 10.29 442 x 0,00672 = 2,97. 

0,241 x 0,1625 = 3,92 x 102, 10.31 64,5 X 0,00643 = 4,15 X 1071, 
0333 x 0201 = 6,7 x 10-4, 10.33 43,3 X 0,202 = 8,75. 

9,83 X 0,0238 = 2,34 x 10-1, 10.38 0,257 X 22,2 = 5,70. 

0,297 :1,25 = 2,38 X 10-1. 10.37 32,6 :0,683 = 4,77 X 10. 
254 : 2,78 = 9,13 x 10. 10.39 0,0675 : 3,89 = 1,735 x 1072, 
8020 : 0,233 = 3,44 X 101. 10.41 1,219 : 251 — 4,86 x 107, 
32,50 : 487 = 6,68 X 1072, 10.43 5,37 : 7,35 = 7,31 x 102, 
8370 :9,83 — 8,51 X 10%. 10.45 1,305 : 246 = 5,31 x 10-2, 
LR = 2,02 x 10 10.47 as = 3,84 x 10 
ee = 4,92 x 10-21. 10.49 mais = 94. 
SEXE Lau. 1081 y = 475 X 10, 
DS xt 42. 10.53 a. 1,72 x 10. 
ee 9,15 x 101 10.55 Pre = 2,85 x 10-2, 
es = 771 x 10, 10.57 Re = 501 x 102, 
LR = 1,66 x 10. 10.59 TT = 4,52 x 10%. 
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10.60 


10.62 


10.64 


10.66 


10.68 


10.70 


10.72 


10.74 


10.76 


10.77 
10.78 


10.79 


10.80 


10.81 
10.82 


10.83 


10.84 


10.85 


10.86 


10.87 


10.88 
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as = 1,035 x 10-4, 
se = 3,34 x 102, 
RS = 1,46 x 101, 
SE = 5,60 x 104. 
DR = 23 X 10. 
DR — 255. 
TER = 189 X 10% 
LT D. 


2 


10.61 


10.63 


10.65 


10.67 


10.69 


10.71 


10.73 


10.75 


1,212 X 0,435 


75 = 3,07 x 10. 
SEE 250 x 10. 
ee = 2,38 x 1072. 
Et = 335 X 10% 
FE = 1,19 x 101. 
es = 6,06 x 101, 
Rs = 1,17 X 10, 
Ds = 5,52 x 10, 


N. B. Tous les exercices suivants sont réservés aux élèves de Première E. 


Calculer les logarithmes des nombres suivants (ex. 76 à 80). 


4013, à, À 
a 


a 1875, a, @, a, 
n 


a= 0,12, 


0,00378, 


s 
[l 


a = 3,1416, 


Va Va. 


1 
va 7 
3 


2 æ 


a a, Ÿa. 


La 
a à 


Calculer les nombres ayant pour logarithmes les nombres suivants (exercices 81 à 83). 


4,2712; 1,3124; 0,4712. 
2,1243; 2,9867; 1,0147. 
3,1724; 0,1285; 3,7142. 


Calculer, à l'aide des logarithmes les nombres suivants (exercices 84 à 93). 


17,30 x 8,03; 1,04 x 43; 6,45 x 7340. 

7,46, 945. 4350 

583 0,843 0,028 

722 %X 819. 201 x 2,35, fly. 
ia + 183 ? 27,5 x 492 

21,4 x 0100531, 193 . 37,5 x 463. 
153 * 738Xx 4178 1870 x 0,00343 

757;  V0,185; 00471. 


10.89 
10.90. 
10.91 


10.92 


10.93 


10.94 


10.95 


10.96 


10.97 


3,4); (32,4); (4320. 
QT}; (00439);  (,78ÿ. 
V2; V3; 705. 
G04} x 18, Ÿixmr, VIxr 
FO Vixs [EX 
(018 x 53,2. 29,8 x Ÿ/00763. 4/7 x (73,2% 
4/0,00543 72 x Ÿ/185 @ISF X 0,0007° 
On donne la formule T = 2x A / 1 où g = 9,81. 


Compléter le tableau suivant (par calcul logarithmique) : 


On donne la formule V — abc. Compléter le tableau suivai 


nt (par calcul logarithmique) : 


Le rayon d'un cercle en fonction de 


tableau suivant (par calcul logarithmique) : 


son aire est donné par 


R= v£ Compléter le 
Fr 


Le diamètre d’une sphère en fonction de son volume est 
le tableau suivant (par calcul logarithmique) : 


(A 


3 
donné par d= À SŸ. Compléter 


Fr 


10.98 


10,99 


10.100 


10.101 


10.102 


10.103 


10.104 


10.105 


310 


La quantité de chaleur nécessaire pour que la température d’un corps de masse m, de chaleur 
massique c s'élève d'une quantité At est donnée par Q — m.c.Ai. Compléter le tableau suivant 
(par caleul logarithmique) : 


Plomb 


Corps 


Argent Fer Verre | Mercure 


345 53,4 782 


0,031 0,056 0,11 


12 273 137 


Résoudre les systèmes suivants (exercices 99 à 103). 
2log x — log y = 0,5528 
log x + 3 log y — 3,242. 


log x + log ÿ = 1,1761 
Sx—2y=5. 


log x + log y = 3 
3x — y = 275. 
log x + log y = 2 
x + y = 425. 


| log VX + log V7 = 0,7782 
2108 x — log y = 0,2499. 


Vous pouvez vérifier les résultats approchés des exercices 10.26 à 10.75 à l'aide des 
logarithmes. 
La relation » = pa di donne la vitesse de coupe d'un tour (en mêtres par minute) en fonc- 


tion du diamètre d (en millimètres) de la pièce à fraiser et de la vitesse de rotation » d'un tour 
(en tours par minute). 

a) Construire un abaque cartésien représentant cette relation avec des échelles métriques sur 
l’axe des abscisses d (0 < d < 200) et l'axe des ordonnées » (0< v< 50). On construira les 
droites obtenues pour n = 10, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 250. 

5) Construire un abaque cartésien représentant la même relation, dans les mêmes conditions, 


avec des échelles logarithmiques (l'échelle de 10 à 100 de log d sera prise égale à Æ mm et 
celle de log de 10 à 100 sera prise égale à 125 mm. 
On considère les deux relations 
1 LJ 
Œ x=37 @ 


v= y 


a) Construire l’abaque de la relation (1), puis l’abaque de la relation (2), avec des échelles 
logarithmiques sur l'axe des abscisses (log r) et l'axe des ordonnées (log y) pour les valeurs 
utilisées à l'exemple 2 du $ 10.14; x puis y étant des paramètres, on obtient des droites D, et 
des droites À. 

5) Construire ces deux abaques sur un même graphique. Énoncer tous les renseignements que 
procure le point d'intersection d’une droite D, et d’une droite À, pour x et donnés. 


10.106 


10.107 


10.108 
10.109 
10.110 


10.111 


10.112 


On considère un ressort à boudin dont le rayon moyen d'une spire est r en millimètres, le 
diamètre du fil étant d millimètres. Le métal dont est fait le fil est tel que la charge maximum 
supportée est en kilogrammes-force 


@ P= 785%, 
r 
la flèche par spire est alors en millimètres 
# 
@ f= 0,063 + 


a) Construire l'abaque cartésien de la relation (1) pour 2< d< 10 et 10< r< 50 avec des 
échelles logarithmiques pour l'axe des abscisses (log r) et pour l'axe des ordonnées (log d), 
la longueur de ces échelles étant respectivement 150 mm et 100 mm. 

5) Construire l'abaque cartésien de la relation (2) dans les mêmes conditions qu'en a). 

<) Construire ces deux abaques sur un même graphique. On donne P = 50, d = 
valeurs de r et de f. 


ire les 


On considère la relation 


Construire l'abaque cartésien de cette relation avec une échelle logarithmique sur l'axe des 
abscisses (X = log x) et une échelle métrique sur l'axe des ordonnées (Y = y). (On trouve 
dans le commerce un tel papier appelé papier semi-logarithmique.) 


Construire les abaques à points alignés (avec trois axes parallèles munis d'échelles métriques, 
représentant la relation donnée (ex. 108 à 110). 


3x+5y—-2=0. 
x+3y—-22=0. 
2x—5y+3z=0 


a) On considère un triangle AOB, et sa bissectrice intérieure issue de O qui coupe la droite AB 
en L. Démontrer que 


173. Loges 2 
OA © OB OL 
où ROB — 2. (Écrire que l'aire du triangle AOB est la somme des aires des triangles AOL et 
LOB) (on utilisera la formule sin & = 2 sin % cos 5) 


2 2 


b) Déduire de la question précédente la construction d’un abaque à points alignés utilisant 
trois axes concourants à échelles métriques et représentant la relation 


LA 
xt5z 
Étudier le cas particulier où 5 eu 5 


Construire un abaque à points alignés et à axes concourants munis d'échelles métriques et 
représentant la relation 


(Utiliser l'exercice 10.111.) 
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n re o 
1 1 1 
2 4 8 
3 9 27 
4 16 6 
5 25 125 
6 36 216 
jh 49 343 
8 64 512 
9 81 729 
10 100 1 000 
1 121 1331 
2 144 1728 
3 169 2197 
4 196 2744 
5 225 3375 
6 256 4096 
fi 289 4913 
8 324 5832 
19 361 6859 
20 400 8 000 
1 441 9261 
2 484 10 648 
3 529 12167 
4 576 13 824 
5 625 15 625 
6 676 17 576 
7 729 19 683 
8 784 21 952 
2 sai 24 389 
3 900 27 000 
1 961 29 791 
2 1024 32768 
3 1 089 35 937 
4 1156 39 304 
5 1225 42875 
6 1296 46 656 
7 1 369 50 653 
8 1444 54 872 
39 1521 59 319 
40 1 600 64 000 
1 1681 68921 
2 1764 74 088 
3 1 849 79 507 
4 1936 85 184 
5 2025 91125 
6 2116 97 336 
7 2209 103 823 
8 2304 110 592 
4 2401 117 649 


= 1 
AN.B. Les valeurs de 4/n et j sont des valeurs approchées par défaut à 10-* près. 


racines carrées et inverses des nombres de 1 à 99 


. E rm Vi : 
50 2 500 125 000 7,071 0 0,02 
1 2 601 132 651 7,141 4 0,019 6 
2 2704 140 608 7,211 0,0192 
3 2 809 148 877 7,280 1 0,018 8 
4 2916 157 464 7,348 4 0,018 5 
5 3025 166 375 7,4161 0,018 1 
6 3136 175 616 7,483 3 0,017 8 
7 3 249 185 193 7,549 8 0,017 5 
8 3364 195 112 7,6157 0,017 2 
59 3481 205 379 7,681 1 0,016 9 
60 3 600 216000 7,745 9 0,0166 
1 3721 226 981 7,8102 0,0163 
2 3 844 238 328 7,874 0 0,016 1 
3 3 969 250 047 7,9372 0,015 8 
4 4096 262 144 8 0,015 6 
5 4225 274625 8,062 2 0,015 3 
6 4356 287 496 8,124 0 0,0151 
7 4 489 300 763 8,185 3 0,0149 
8 4 624 314 432 8,246 2 0,014 7 
[22 4761 328 509 8,306 6 0,014 4 
70 4 900 343 000 8,366 6 0,0142 
1 5041 357 911 8,426 1 0,0140 
2 5184 373 248 8,485 2 0,013 8 
3 5329 389 017 8,544 0 0,013 7 
4 5476 405 224 8,602 3 0,013 5 
| J 5625 421 875 8,660 2 0,013 3 
6 5776 438 976 8,7177 0,013 1 
7 5 929 456 533 8,7749 0,0129 
8 6084 474 552 8,831 7 0,012 8 
7 6241 493 039 8,888 1 0,012 6 
80 6 400 512 000 8,9442 0,012 5 
1 6 561 531 441 0,012 3 
2 6724 551 368 9,055 3 0,0122 
3 6 889 571 787 9,110 4 0,012 0 
4 7056 592 704 9,165 1 0,011 9 
5 7225 614 125 9,219 5 0,011 7 
6 7396 636 056 9,273 6 0,0116 
7 7 569 658 503 9,3273 0,011 4 
8 7744 681 472 9,380 8 0,011 3 
89 7921 704 969 9,4339 0,011 2 
90 8 100 729 000 9,486 8 0,011 1 
1 8281 753 571 9,539 3 0,010 9 
2 8464 778 688 9,591 6 0,010 8 
3 8649 804 357 9,643 6 0,010 7 
Li 8836 830 584 9,695 3 0,010 6 
5 9025 857 375 9,746 7 0,010 5 
6 9216 884 736 9,797 9 0,100 4 
# 9409 912 673 9,848 8 0,100 3 
8 9604 941 192 9,899 4 0,010 2 
99 9801 970 299 9,949 8 0,010 1 
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TABLE 2. Carrés des 


n 0 1 2 3 4 
10 10 000 10 201 10 404 10 609 10 816 
11 12 100 12321 12 544 12769 12 996 
12 14 400 14 641 14 884 15 129 15376 
13 16 900 17 161 17 424 17 689 17 956 
14 19 600 19 881 20 164 20 449 20 736 
15 22 500 22 801 23 104 23 409 23716 
16 25 600 25 921 26 244 26 569 26 896 
17 28 900 29 241 29 584 29 929 30 276 
18 32 400 32 761 33 124 33489 33 856 
19 36 100 36481 36864 37 249 37 636 
20 40 000 40 401 40 804 41 209 41616 
21 44 100 44 521 44 944 45 369 45 796 
2 48 400 48 841 49 284 49 729 50 176 
23 52 900 53 361 53 824 54 289 54 756 
24 57 600 58 081 58 564 59 049 59 536 
25 62 500 63 001 64 504 64 009 64516 
26 67 600 68 121 68 644 69 169 69 696 
27 72 900 73 441 73 984 74 529 75 076 
28 78 400 78 961 79 524 80 089 80 656 
29 84 100 84 681 85264 85 849 86 436 
3 90 000 90 601 91 204 91 809 92416 
31 96 100 96 721 97 344 97 969 98 596 
32 102 400 103 041 103 684 104 329 104 976 
33 108 900 109 561 110 224 110 889 111 556 
34 115 600 116 281 116 964 117 649 118 336 
35 122 500 123 201 123 904 124 609 125 316 
36 129 600 130 321 131 044 131 769 132 496 
37 136 900 137 641 138 384 139 129 139 876 
38 144 400 145 161 145 924 146 689 147 456 
39 152 100 152 881 153 664 154 449 155 436 
40 160 000 160 801 161 604 162 409 163216 
41 168 100 168 921 169 744 170 569 171 396 
42 176 400 177 241 178 084 178 929 179 776 
43 184 900 185 761 186 624 187 489 188 356 
4 193 600 194 481 195 364 196 249 197 136 
45 202 500 203 401 204 304 205 209 206 116 
46 211 600 212 521 214 344 214 369 215 296 
47 220 900 221 841 222 784 223 729 224 676 
48 230 400 231 361 232 324 233 389 234 256 
49 240 100 241 081 242 064 243 049 244 036 


lit 


N. B. La première colonne donne le nombre des dizaines de n, le chiffre des unités de » se 
sur la première ligne. 


Exemple 1 : n = 283, à l'intersection de la ligne de 28 et de la colonne 3 on lit n* = 80 089. 
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nombres de 100 à 499 


n 5 6 

10 11025 11236 

11 13 225 13 456 

12 15 625 15 876 

15 18 225 18 496 

14 21 025 21316 

15 24 025 24 336 

16 21 225 27 556 
17 30 625 30 976 
18 34225 34 596 

19 38 025 38416 

20 42 025 42436 

21 46 225 46 656 

2 50 625 51 076 

23 55 225 55 696 
24 60 025 60 516 
25 65 025 65 536 
26 70 225 70 756 
27 75 625 76 176 
28 81225 81 796 
29 87025 87616 
3 93 025 93 636 
31 99 225 99 856 
32 105 625 106 276 
33 112225 112 896 
34 119 025 119 716 
35 126 025 126 736 
36 133 225 133 956 
37 140 625 141 376 
38 148 225 148 996 
39 156 025 156 816 
40 164 025 164 836 
41 172 225 173 056 
42 180 625 181 476 
43 189 225 190 096 
44 198 025 198 916 
45 207 025 207 936 
46 216 225 217 156 
47 225 625 226 576 
48 235 225 236 196 
49 245 025 246 016 


121 801 


128 881 
136 161 
143 641 
151 321 
159 201 


167 281 
175 561 
184 041 
192 721 
201 601 


210 681 
219 961 
229 441 
239 121 
249 001 


Exemple 2 : n = 328, à l'intersection de la ligne de 32et de la colonne de 8 on lit 07 584. 
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TABLE 3 
Table trigonométrique de grade en grade 
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BST REURE Sox mawnm 


» 


LÈBAS RRBSE SAS REERE EVENE DEDS 


Sinus | Tangentes | Cotangentes|  Cosinus 
0,0157 0,0157 63,6567 0,9999 99 
0,0314 0,0314 31,8205 0,9995 98 
0,0471 0,0472 21,2049 0,9989 97 
0,0628 0,0629 15,8945 0,9980 %6 
0,0785 0,0787 12,7062 0,9969 95 
0,0941 0,0945 10,5789 0,9956 94 
0,1097 0,1104 9,0579 0,9940 93 
0,1253 0,1263 7,9158 0,9921 92 
0,1409 0,1423 7,0264 0,9900 “1 
0,1564 0,1584 6,3138 0,9877 90 
0,1719 0,1745 5,7297 0,9851 89 
0,1874 0,1908 5,242 0,9823 88 
0,2028 0,2071 4,8288 0,9792 87 
0,2181 0,2235 4,4737 0,9759 86 
0,2334 0,2401 4,1653 0,9724 85 
0,2487 0,2568 3,8947 0,686 #4 
0,2639 0,2736 3,6554 0,9646 8 
0,2790 0,2905 3,4420 0,9603 82 
0,2940 0,3076 3,2506 0,9558 81 
0,3090 0,3249 3,0777 09511 80 
0,3239 0,3424 2,9208 0,9461 7 
0,3387 0,3600 2,77176 0,9409 78 
0,3535 0,3779 2,6464 0,9354 TI 
0,3681 0,3959 2,5257 0,9298 76 
0,3827 0,4142 2,4142 0,9239 75 
0,3971 0,4327 2,3109 0,9178 74 
04115 04515 22148 9114 7 
0,4258 0,4706 2,1251 0; 2 
0,4399 0,4899 2,0413 0,8980 71 
0,4540 0,5095 1,9626 0,8910 70 
0,4679 0,5295 1,8887 0,8838 & 
0,4818 0,5498 1,8190 0,8763 68 
0,4955 0,5704 1,7532 0,8686 67 
0,5090 0,5914 1,6909 0,8607 66 
0,5225 0,6128 1,6319 0,8526 65 
0,5358 0,6346 1,5757 0,8443 64 
0,5490 0,6569 1,5224 0,8358 63 
0,5621 0,6796 1,4715 0,8271 L71 
0,5750 0,7028 1,4229 0,8181 61 
0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 60 
0,6004 0,7508 1,3319 0,7997 5 
0,6129 0,7757 1,2892 0,7902 58 
0,6252 0,8012 1,2482 0,7804 57 
0,6374 0,8273 1,2088 0,7705 56 
0,6494 0,8541 1,1709 0,7604 55 
0,6613 0,8816 1,1343 0,7501 54 
0,6730 ,9099 1,0990 0,7396 53 
0,6845 0,9391 1,0649 0,7290 52 
0,6959 0,9691 1,0319 0,7181 si 
0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 50 
Cosinus | Cotangentes | Tangentes | Sinus Grades 


TABLE 4 
Table trigonométrique de degré en degré 


Degrés Sinus Tangentes | Cotangentes | Cosinus | 

1 0,0175 0,0175 57,2900 0,9999 89 
2 0,0349 0,0349 28,6363 0,9994 88 
3 0,0523 0,0524 19,0811 0,9986 87 
4 0,0698 0,0699 14,3007 0,9976 86 
5 0,0872 0,0875 11,4301 0,9962 85 
6 0,1045 0,1051 9,5144 0,9945 84 
7 0,1219 0,1228 9,1443 0,9925 83 
8 0,1392 0,1405 7,154 0,9903 82 
9 0,1564 0,1584 6,3138 0,9877 81 
10 0,1736 0,1763 5,6713 9848 80 
ul 0,1908 0,1944 5,1446 0,9816 79 
2 0,2079 0,2126 4,7046 0,9781 78 
15 0,2250 0,2309 4,3315 0,9744 77 
14 0,2419 0,2493 4,0108 0,9703 76 
15 0,2588 0,2679 3,7321 0,9659 75 
16 0,2756 0,2867 3,4874 0,9613 74 
17 0,2924 0,3057 3,2709 0,9563 73 
18 0,3090 0,3249 3,0777 0,9511 72 
19 0,3256 0,3443 2,9042 0,9455 71 
20 0,3420 0,3640 2,7475 0,9397 70 
21 0,3584 0,3839 2,6051 0,9336 6 
22 0,3746 0,4040 2,4751 0,9272 68 
23 0,3907 0,4245 2,3559 0,9205 67 
24 0,4067 0,4452 2,2460 0,9135 6 
25 0,4226 0,4663 2,1445 0,9063 65 
26 0,4384 0,4877 2,0503 0,8988 64 
27 0,4540 0,5095 1,9626 0,8910 63 
28 0,4695 0,5317 1,8807 0,8829 62 
29 0,4848 0,5543 1,8040 0,8746 61 
30 0,5000 0,5774 1,7321 0,8660 60 
31 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 59 
32 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 58 
3 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 57 
4 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 56 
35 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 55 
36 0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 54 
37 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 53 
38 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 52 
39 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 si 
40 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 50 
41 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 49 
42 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 48 
43 0,6820 0,9325 1,0724 0,7314 47 

44 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 

45 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 

Cosinus | Cotangentes | Tangentes Sinus 


| 
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TABLE 5. Logarithmes décimaux 


0 1 2 3 4 
10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0 128 | 0170 
1 414 453 492 531 569 
2 792 828 864 | 899 934 
3 | 1139 | 1173 | 1 206 | 1 239 | 1271 
4 461 492 523 553 584 
$ 761 790 818 847 875 
6 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 
7 304 330 355 380 405 
8 553 577 601 625 648 
9 788 810 833 856 878 
20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 
1 222 243 263 284 304 
2 424 | 444| 464 | 483 502 
3 617 636 655 674 692 
4 802 820 838 856 874 
4 979 997 O14*| 031*] 048*| 
6 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 
Fi 314 330 | 346 362 378 
8 472 | 487| 502 518 533 
9 624 639 654 669 683 
30 | 4771 786 800 814 829 
1 914 928 942 955 969 
2 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 
3 185 198 211 224 237 
4 315 328 340 353 366 
5 441 453 465 478 490 
6 563 575 587 599 611 
7 682 694 705 717 729 
8 798 809 821 832 843 
Li 91 922 933 944 955 
40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 
Î 128 138 149 160 170 
2 232 243 253 263 274 
3 335 345 355 365 375 
4 435 444 454 464 474 
5 532 542 551 561 571 
6 628 637 646 656 665 
4 721 730 739 749 758 
8 812 821 830 839 848 
49 902 gi 920 928 937 


dans la première ligne antérieure où il est écrit 
dans la ligne suivante s'il y a une étoile. 
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N. B. Si le premier chiffre de la mantisse n'est pas écrit, il est à lire : 


1 n'y a pas d'étoile, 


des nombres entiers de 100 à 1 000 


nm 
8 


swb=S vosauswnm 


= 
8 vosaupuwnS vœsau 


JouswneS vosausuwn 


w 
ÿ 
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